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Presentacion

La diferencia la marca uno mismo. El compromiso
y la dedicacion son dos cualidades que te permitiran
desarrollar tu talento. Nada se logra sin dedicacion.
Y pocas cosas se alcanzan sin compromiso.

Por esas razones, estos libros de trabajo te permitiran
avanzar y lograr consolidar tus conocimientos.

Dedicate tiempo de forma inteligente. Invierte en
tus habilidades. Haz tus horarios, organiza tus
metas y ten un compromiso verdadero con tu
educacion. Recuerda, lo que construyes hoy es tu
futuro.

Te deseo mucho exito.

Arg. Nery Celia Rojo Aguilar

Directora General







PRESENTACION

Cada dia se genera mas conocimiento en el
mundo, pero por desgracia no es accesible
para muchos, por lo que es necesario buscar
nuevas formas para que todos lo tengan al
alcance.

Bajo esta premisa se ha concebido este
material, en donde se busca que tengas acceso
de una manera facil al conocimiento y te
permita el logro de tus aprendizajes, para ser
usados en la escuela y en la vida.

Por tal motivo, esta propuesta fusiona el
material educativo por excelencia: “el libro”
fusionado con los recursos multimedia que las
nuevas tecnologias ofrecen, naciendo asi el
HIPERLIBRO.

Este concepto estd pensado en ti, por lo que se
presenta en formato de libro, pero de una
forma dinamica, es decir, te permite acceso a
otros recursos que estaran al alcance en tan
solo un clic: como videos explicativos, audios,
imagenes, simuladores, calculadoras entre
otros, ofreciéndote la oportunidad de usar la
red para seguir aprendiendo.

Te invito a que lo explores y que decidas el
ritmo de tu aprendizaje, pero sobre todo que
te sirva para adquirir mas saberes, con la
finalidad de que seas un mejor alumno y una
mejor persona para el bien de tu escuela, el de
tus familiares y tu comunidad.

Exito.
Aristéfanes Madrigal Uc
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APRENDIZAJES ESPERADOS

e Aproxima el area bajo la curva mediante rectangulos inscritos, se mide o
calcula el area de estos y se estima el valor del area bajo la curva.

e Compara los resultados de diversas técnicas de aproximacion.

e Acotaelvalordelareabajolacurva, aproximando por excesoy por defecto.
Usa ambos métodos de aproximacion: rectangulos y trapecios.

INTRODUCCION

El calculo fue creado sobre todo para tratar los principales problemas cientificos del siglo
XVII. Problemas relativos a velocidad dada la férmula de la distancia que un cuerpo
recorre como funcién del tiempo, obtener la velocidad y la aceleracidon en cualquier
instante; y, al revés, dada la férmula que describe la aceleracidon de un cuerpo como
funcion del tiempo, obtener la velocidad y la distancia recorrida. Este problema surgid
directamente en el estudio del movimiento, y la dificultad que planteaba era que las
velocidades y las aceleraciones que interesaban en el siglo XVII variaban de instante en
instante. Al calcular una velocidad instantdnea, por ejemplo, no se puede dividir la
distancia recorrida por el tiempo empleado, como ocurre en el caso del célculo de la
velocidad media, porque en un instante dado tanto la distancia recorrida como el tiempo

0 g a 5 .
empleado son cero, y 5 no tiene sentido. Sin embargo, era claro desde un punto de vista

fisico que los objetos moviles tienen una velocidad en cada instante de su viaje.
Pero la problematica principal que llevo al desarrollo del célculo es determinar el drea'y
volumen de cualquier figura.

Valorando lo que sabes

1. Determina las areas de las siguientes figuras

a) base = 10cm altura=7cm




b) Base mayor=12cm base menor=7 altura=5
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c) lado=6cm apotema=3\/§

-1 0 1 2 3 4

2. Determina la superficie de la figura que se forma con las siguientes coordenadas
a)A(1,0)B(5,0)C(52)yD(1,4)
b)A(3,0)B(1,3)C(3,6)yD (5, 3)
c)A(1,00B(1,3)C(4,6)D(7,3)yE(7,0)



Area bajo la curva

Calcular el érea de figuras geométricas es una actividad que se ha estudiado desde la
primaria, seguramente has tenido que calcular la superficie de tridngulos, cuadrados,
circulos, trapecios entre otros, esto se realiza de manera directa si hacemos uso de las
férmulas de dreas que existen para cada figura geométrica.

El 4rea bajo la curva lo podemos definir en un primer momento como el éarea
comprendida entre una funcién y el eje X para un intervalo determinado.

Calcula el &rea entre la curva de las siguientes funciones y el eje X para los intervalos

dados.

a) f(x) =5 paraelintervalo de [-2, 2]
Primero: tabulamos los valores enteros del intervalo en la funcién

X f(x)=5
-2 f(-2)=5
-1 f(-2)=5
0 f(-2)=5
1 f(=2)=5
2 f(=2)=5

Segundo: se traza la gréafica de acuerdo con los valores obtenidos

Tercero: se limita la grafica de acuerdo con el intervalo dado




Cuarto: se obtiene el drea usando la férmula de la figura correspondiente
En este caso la féormula a usar es la del rectangulo tomando como extremos las coordenadas
dadas por el intervalo (-2,5) vy (2, 5)

Area de un rectangulo= base x altura

base = |x, — x| altura = |y,|
base = |2 — (—2)| altura = |5|
base = |2 + 2| altura =5
base = 4

Area = (4)(5)
Area = 20

b) f(x) = 2x para el intervalo de [0, 5]

Primero: tabulamos para algunos valores enteros del intervalo en la funcion

x fx) =2x

0 f(0)=2(0)=0
2 f(2)=22)=4
3 f(3)=23)=6
5 f(5)=2(5) =10

Segundo: se traza la gréafica de acuerdo con los valores obtenidos

1

.
:

Tercero: se limita la grafica de acuerdo con el intervalo dado

/]




Cuarto: se obtiene el drea usando la férmula de la figura correspondiente

En este caso la formula a usar es la del triangulo tomando como extremos las coordenadas

dadas por el intervalo (0,0) vy (5, 10)
Area de un tridngulo= (base x altura)/2

base = |x, — x4| altura = |f(x;) — f(x1)|
base = |5 — 0] altura = |10 — 0|
base = |5| altura = |10]
base =5 altura = 10

) 5)(10

Areq = (5)(10)

2
frog =
rea = —
Area = 25

c) f(x) =2—2x paraelintervalo de [-2, 3]
Primero: tabulamos para algunos valores enteros del intervalo en la funcion

x flx)=2-2x
—2 | f(-2)=2-2(-2)=6
0 f(2)=2-2(0)=2

2 f(2)=2-2(2) = -2
3 f(3)=2-2(3) =—4

Segundo: se traza la gréafica de acuerdo con los valores obtenidos

\

- A Y

Tercero: se limita la grafica de acuerdo con el intervalo dado



2>
[P

4 3 -2z 10

Az

Cuarto: se obtiene el drea usando la férmula correspondiente

En este caso se deben encontrar las dos areas del triangulo: A+ y Az para el triangulol el
intervalo es de [—2,1] y para el tridngulo 2 el intervalo es [1, 3]

Triangulo 1 (A+)

base = |x, — x| altura = |f(x2) — f(x1)|
base = |1 — (—2)| altura = |0 — 6|
base = |3] altura = |—6|
base = 3 altura = 6

p 3)(6

Area 1l = w

2

p 18

Areal = —

Area1=9

Triangulo 2 (A>)

base = |x; — x4| altura = |f(x;) — f(x1)|
base = |3 — 1) altura = |—4 — 0]
base = |2] altura = |—4|
base = 2 altura = 4

, 2)(4

Area 2 = w

2
Area 2 = d
rea2 =z
Area 2 =4

Area Total=9 + 4 =13



+3 —2<x<1
d - {X =
VD =1U4" 1<xs<s
Primero: tabulamos para los valores enteros del intervalo en la funcién

En este caso se deben realizar dos tablas ya que se tienen dos funciones f(x) = x +3 con
el intervalo de [-2,1) y f(x) = 4 con el intervalo [1, 5]

X f(x)=x+3 x f(x) =4
—2 f(=2)=-2+3=1 1 f(1) =4
0 f(0)=0+3=3 3 f(3) =4
1 f)=1+3=4 5 f(5) =4

Segundo: se traza la gréfica de acuerdo con los valores obtenidos

N

Tercero: se limita la grafica de acuerdo con el intervalo dado

[y

Cuarto: se obtiene el drea usando la férmula correspondiente

En este caso se deben encontrar tres areas, un triangulo A, un cuadrado A> y un rectangulo As
Para el tridangulo el intervalo es de [—2,1] y para el cuadrado el intervalo es [1,5] vy para el
rectangulo [—2, 1]

Triangulo (A+)

base = |x, — x| altura = |f(x2) — f(x1)|

base = |1 — (—2)| altura = |4 — 1]



base = |3]| altura = |3|

base = 3 altura = 3
Areal = QIO
2
. 6
Area 1 = >
Area1 =45

cuadrado (Az)

base = |x, — x| altura = |f (xy)|
base = |5 — 1] altura = |4|
base = |4| altura = 4
base = 4

Area 2 = (4)(4)
Area 2 =16
Area 2 =16

rectangulo (As)

base = |x, — x4| altura = |f (x;)|
base = |1 — (—2)| altura = |1]
base = |3] altura =1

base = 3

Area 3 = (3)(1)
Area3 =3
Area3 =3
Area Total =4.5 + 16 +3=23.5

Interpretacion geométrica del area bajo la curva

Las graficas anteriores adquieren significado en diversas situaciones, especificamente
cuando dos variables se relacionan para obtener un nuevo concepto. Tal es el caso de la
velocidad vs tiempo o de la aceleracidn vs tiempo.

Por ejemplo es posible obtener una gréfica del movimiento de una persona durante una
caminata, si se relaciona la velocidad con la que camina la persona durante un cierto
tiempo, es posible trazar una grafica relacionando estas dos variables. .

Si caminaras a una velocidad constante de 1.5 m/s durante un cierto tiempo; la gréfica
velocidad vs tiempo seré la siguiente



(my/s)

|ad

b
u

Velocid

0 1 2 4 [ 7 10
Tiempo (segundos) | ‘

La gréfica obtenida es una recta horizontal ya que desde que empiezas a caminar llevas
la misma velocidad, es decir, la velocidad es de 1.5 m/s en cualquier instante de tiempo.
Si la pendiente de una recta estd dada por la férmula
Ay
T A

Que para este caso Ay = cambio de velocidad y Ax = cambio de tiempo

Se tiene
cambio de la velocidad Av

cambio de tiempo At

Recordemos que el cambio de la velocidad con respecto al tiempo es la aceleracién asi

Av

—

At

Por lo que la pendiente de la recta sera la aceleracion

Y2—WM
m=q= ———
X2 —Xq

m =

Si tomamos dos puntos cualquiera, por ejemplo A(1,1.5) y B(5,1.5)
la pendiente (aceleracién) sera:

B 1.5—-1.5
R |
_O_Om2
a—4— S

Lo que era de esperarse, ya que para cualquier recta horizontal la pendiente es cero,
interpretando este resultado decimos que no hay aceleracidon; como se ha visto en Fisica
donde: cualquier objeto que se mueve a velocidad constante en un tramo recto no tendra
aceleracion.

Ahora queremos conocer la distancia que se ha recorrido durante los primeros 10
segundos, lograrlo es muy sencillo, ya que como la velocidad es de 1.5 m/s, podemos
usar la férmula vista en fisica para Movimiento Rectilineo Uniforme (MRU)

d=v-t
d = (1.5)(10)
d=15m

10



Pero también es posible conocer la distancia recorrida conociendo el area bajo la
curva(recta) en el intervalode 0a 10 s

2

-
&

Velocidad(m/s)

[i] 2 4 1 n
| Tiempo (ségundos) r

Como la superficie sombreada corresponde a un rectdngulo con base 10s y altura 1.5m/s
se tiene
Area= base x altura

A = (10s)(1.5m/s)
A =15m
Como vemos, es el mismo resultado que aplicando la férmula de distancia, esto no es
una casualidad, ya que siempre se cumple, asi si en el eje vertical se tiene una razén de
cambio, entonces el drea bajo la curva seré el resultado buscado.

Veamos otro ejemplo. Ahora se presenta la siguiente gréafica del movimiento velocidad
vs tiempo de una persona

Velocidad(m/s)

20 1 12 14

Tiempo (segundos)

Determina a los primeros 8 segundos
a) la velocidad
b) la aceleracién
c) la distancia recorrida
De la gréfica podemos obtener los valores solicitados en los tres incisos

a) Para obtener la velocidad solo basta tomar la ordenada del punto que
corresponde a un tiempo de 8 segundos.

Por lo que se tiene que parat =8s — v = 16m/s

b) la aceleracidon es la pendiente de la curva (recta) por lo que al tomar dos puntos
se puede calcular el valor de la aceleraciéon

11



U, =11
tr — 6

a =

Tomando dos puntos cualquiera, A(0,0) y B(4,8)

8—0 8m/s
a = ——=
4—-0 4s
m ‘s
a=2 = esta es la aceleracion de la persona

c) Por ultimo, se calcula la distancia recorrida, para ello se determinara el area
bajo la curva para un tiempo de 8 segundos, como se hizo en el ejemplo anterior.

/|

Velocidad(m/s)
™~

-4 =2 0 10

Tiempo (segundos)

Se observa en la gréfica que el érea corresponde a un tridngulo por lo que usando
la féormula
base X altura

2
(8s)(16m/s)
A=———7—
2
A = 64m es la distancia que recorrid en 8 segundos

1. Calcula el &rea entre la curva de las siguientes funciones y el eje X para los intervalos
dados.

a) f(x) = =3 para el intervalo de [0, 4]
b) f(x) = x — 2 para el intervalo [2, 5]

c) f(x) = 3x + 1 para el intervalo [-2, 3]

)
d) f(x) = 2x — 3 para el intervalo [—3, 2]

(X —2<x<?2
e)f(x)‘{z}—x 2<x<4

_(x+1 -3<x<1
f)f(x)‘{z 1<x<5

12



2. Calcula las édreas sombreadas

a)
b)
\\ N
S N
5 -3 -25 2 15 -0.5 0.5 1.5 ZF 3"5
T 1]
c) "
T
1
1 0
d)
3
1 0 1 8
1 /

13



3. Un ciclista va a una velocidad de 10 m/s como se muestra en la gréfica. Determina para
los primeros 15 segundos:
a) la velocidad

b) la aceleracién
c) la distancia recorrida

2.5

Velocidad(m/s)

05

-2 0 10 12 14 18 18 20 22 24

Tiempo (segundos)

4. En la siguiente grafica se muestra los cambios de velocidad de un automovil
en un trayecto de 14 horas. Describe que pasa con la velocidad del automévil y calcula
la distancia recorrida. La velocidad esta en kilémetros por hora.

\Y

5. Considere recipientes de diferentes dimensiones y misma capacidad, que serén
llenados a mismo flujo constante.

Y
N
Recipiente A Recipiente B

a. ¢En qué se diferencia el crecimiento de la altura del cuerpo del liquido en el
recipiente B respecto al A?, ;Qué implicaciones tiene lo anterior en la grafica de
la altura respecto del tiempo de ambos recipientes? Argumente sus respuestas.

14



b. Proporcione la gréafica que muestre la altura del cuerpo del liquido al paso del
tiempo en cada recipiente.

c. Proporcione la gréfica que muestre la razén de cambio de la altura del cuerpo del
liquido al paso del tiempo en casa recipiente.

Aproximacién de area bajo la curva

No todas las formas de las que se tiene que calcular un érea tienen una forma conocida,
por tal motivo se requieren de otras técnicas que permitan calcularlo. Por ejemplo, si se
quiere determinar el drea de una terreno donde un lado es curvo como se muestra en la
figura, no se podra aplicar alguna férmula de area conocida. Aunque en este caso
podemos decir que tiene forma triangular no lo es.

Aunque podemos hacer uso de algunas técnicas que permitan aproximar el drea a alguna
figura conocida y asi obtener un valor cercano al valor real. De la figura anterior se puede
aproximar su area por medio de un tridngulo.

Esta podria ser una posible solucién, pero como se observa en la figura el drea que se
obtenga no serd muy aproximado al area real.

Aproximacion por el método del rectangulo

Si queremos calcular el drea que hay entre la pardbola x2, el eje Yy las rectas verticales
x =0 yx =1tenemos que hacer uso de otras técnicas que permitirdn encontrar el valor
aproximado del drea sombreada

1.0
0.9

0.8

0.6
0.5
04
0.3
0.2

0.1

=0.1 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1.0

15



Sin embargo, podemos aproximar el valor de esta area si vamos seccionando el
intervalo (0,1) y dibujamos rectangulos con altura igual a la ordenada y; = x;%. Para esto
tenemos dos opciones, bien dibujamos los rectdngulos de manera que una parte de este
quede por encima de la parabola (rectangulos azules), o bien los dibujamos de manera
que una parte quede por debajo de la pardbola (rectdngulos cafés).

y=a?
¥

1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

]
—0. 0.10.20.3040.50.60.70.80.9 1.0

—

La aproximacion que hagamos tendra, en el primer caso un error por exceso, es decir,
serd mayor al valor del drea que buscamos. En el segundo caso el drea aproximada sera
un poco menor al drea debajo de la pardbola por lo que se tendré un error por defecto.
Podemos calcular el drea de cada rectdngulo que queda por encima de la pardbolay de
los que quedan por debajo y ordenar esta informacién en una tabla:

Para calcular el drea de cada rectangulo necesitamos tener la longitud de la base y el de
la altura.

Ya que el &rea a aproximar esta limitado a un intervalo se llamara
a al extremo izquierdo del intervalo o limite inferior y

b al extremo derecho del intervalo o limite superior

Para calcular la longitud de la base se divide el intervalo entre el nimero de rectdngulos

] Longitud del intervalo b —a
Longitg g 0 = Numero de rectangulos ~Tn

_1-0

Ax=-——=02
*= 75

Para calcular la medida de la altura se debe calcular la ordenada de la funcién, por lo que
se puede realizar de dos formas de acuerdo con lo siguiente:
e Si se obtiene una aproximacién por defecto los rectangulos serdn inscritos
(rectdngulos cafés) y el valor de x que se debe de sustituir en la funcién es el que
estd a la izquierda de la base de cada rectangulo x;_
e Si se obtiene un aproximacién por exceso los rectangulos seran circunscritos
(rectdngulos azules) y el valor de x que se debe sustituir en la funcién es el que
estd a la derecha de la base de cada rectéangulo x;

16



0.4
0.3
0.2
0.1

T
-0.1" 01020304050.60.70.80.91.0

No. de Longitud de | Valorde Longitud de cada < .
) Area del rectangulo
rectangulos cada base X altura

1 0.2 0.2 y = (0.2)2 = 0.04 A; = (0.2)(0.04) = 0.008
2 0.2 0.4 y =(0.4)2=0.16 A, =(0.2)(0.16) = 0.032
3 0.2 0.6 y = (0.6)2=10.36 A; =(0.2)(0.36) = 0.072
4 0.2 0.8 y = (0.8)2 = 0.64 A, =(0.2)(0.64) = 0.128
5 0.2 1 y=(1)?=0.1 As =(0.2)(1) =02

Area aproximada por exceso de la curva y = x? para el intervalo [0, 1]
AT =A1 +A2 +A3 +A4_ +A5

A7 =0.008 + 0.032 + 0.072 + 0.128 + 0.2

Ar =044
No. de Longitud de | Valorde Longitud de cada " .
rectdngulos cada base Xi—1 altura Gioalciel rectanglle

1 0.2 0 y=(0)2=0 A, =(02)(0)=0
2 0.2 0.2 y = (0.2)2 = 0.04 A, = (0.2)(0.04) = 0.008
3 0.2 0.4 y = (0.4)2=0.16 A; =(0.2)(0.16) = 0.032
4 0.2 0.6 y = (0.6)2=10.36 A, =(0.2)(0.36) = 0.072
5 0.2 0.8 y = (0.8)2 = 0.64 As = (0.2)(0.64) = 0.128

Area aproximada por defecto de la curva y = x2 para el intervalo [0, 1]
AT :Al +A2 +A3 +A4_ +A5

Az =0+ 0.008 + 0.032 + 0.072 + 0.128
Ar = 0.24

El tamano del error dependera de la cantidad de rectdngulos que dibujemos para hacer
la aproximaciéon. A mayor cantidad de rectdangulos, las regiones de cada rectdngulo que
queden por encima o por debajo seran cada vez mas pequenos que la suma de todos
esos errores serd despreciable:

En la siguiente imagen se muestran tres casos donde se observa que al aumentar el
numero de rectdngulos el drea es mas cercana al érea de la parabola.
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En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos de las areas totales para
diferente nimero de rectangulos en el intervalo (0,1).

n Adefecto Aexceso
10 0.285 0.385
20 0.309 0.359
50 0.323 0.343
100 0.328 0.338

18



Entre méas rectangulos dibujemos maés exactitud tendremos, sin embargo, r ealizar el
célculo de las dreas de 10 o mas rectdngulos puede resultar laborioso y tardado.

Ejemplos:
Aproxima el area bajo la curva por defecto y por exceso para las siguientes funciones
a) f(x) = x? en el intervalo [1,2] conn =4

Trazamos la gréfica de la funcién en el intervalo [1,2] con rectangulos inscritos y
rectangulos circunscritos.

Obtenemos la longitud de la base con la férmula

Longitud del intervalo b —a

SR tiabase(Ax) = Numero de rectangulos ~Tn

Ay = ST
*= g

Calculamos la longitud de la altura y el drea de cada rectangulo

Aproximacién de area por defecto
No. de Longitud de | Valorde Longitud de cada Area del rectangulo
rectdngulos cada base X altura y = x? (base) (altura)
1 0.25 1 y=(1)?=1 A; =(0.25)(1) = 0.25
2 0.25 1.25 y = (1.25)? = 1.5625 | 4, = (0.25)(1.5625) = 0.390625
3 0.25 1.5 y = (1.5)? = 2.25 A; =(0.25)(2.25) = 0.5625
4 0.25 1.75 y = (1.75)? = 3.0625 | A, = (0.25)(3.0625) = 0.765625

Area aproximada por defecto de la curva y = x? para el intervalo [1, 2]
Ar=A + Ay + As + A,
A7 = 0.25 + 0.390625 + 0.5625 + 0.765625
Ar = 1.96875
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Calculamos la longitud de la altura y el &rea de cada rectangulo

Aproximacién de area por exceso
No. de Longitud de | Valorde Longitud de cada Area del rectangulo
rectangulos cada base X altura y = x? (base) (altura)
1 0.25 1.25 y = (1.25)% = 1.5625 | A; = (0.25)(1.5625) = 0.390625
2 0.25 1.50 y = (1.5)2 = 2.25 A, = (0.25)(2.25) = 0.5625
3 0.25 1.75 y = (1.75)? = 3.0625 | A; = (0.25)(3.0625) = 0.765625
4 0.25 2 y=(2)=4 A, =(025)4) =1

Area aproximada por exceso de la curva y = x? para el intervalo [1, 2]
AT :A1+A2 +A3 +A4

Ar = 0390625 + 0.5625 + 0.765625 + 1
Ap = 2.71875

Se puede usar un algoritmo mas simplificado para calcular las dreas por defecto o por
exceso.

Area por defecto Ay (rectangulos inscritos)
h—
Ag =B fi0) = (o) (Fo) + FG2) + ) + o+ fOtn1)

Donde xy = a

Area por exceso 4, (rectdngulos circunscritos)
b —
Ao =By ) = (o) (FOr) + £02) + Gx3) + -+ fCxn)

Dondex, = b

b) f(x) = vx en el intervalo [0,3] conn =6

Trazamos la gréfica de la funcidn en el intervalo [0,3] con rectangulos inscritos y
rectangulos circunscritos

2 2] /

Obtenemos la longitud de la base con la férmula

) Longitud del intervalo b —a
S base(0x) = Numero de rectangulos ~Tn
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Para rectangulos inscritos los valores de x son: (se inicia tomando limite inferior)

x =0, x = 0.5, x =1, 58 =3 115, X =2, x =25

Calculando su altura para cada valor de x sustituyendo en f(x;_1) = Vx

f(0)=+/0=0 £(0.5) =05 f(05) =vVI=1 f(1.5) =15
f(2) =2 f(25) =25

Aplicando la férmula
b —
Ag = () (FO) + Q) + F () + -+ f(nr)
Ag = (0.5)(0++0.5+1+V15+v2++/25)
Ay = 0.5(5.9272) =
A, = 2.9636

Para rectangulos circunscritos los valores de x son: (se termina con el limite superior)

x = 0.5, x=1, 7% = Tlgley, X =2, X =458 x =3

Calculando su altura para cada valor de x sustituyendo en f(x;) = Vx

La Unica altura que nos falta calcular es la de f(3) = V3

Aplicando la férmula

b—a
Ao = (o) (PG + £) + £0xa) + -+ £Gn)
A, = (0.5) (V0.5 +1+V15+v2+v25++3)

A, = 0.5(7.6592)

A, = 3.8296

Aproxima el area bajo la curva por defecto y por exceso para las siguientes funciones
1) f(x) =x?> —1enelintervalo [1,3] conn=75
2) f(x) =x3 enelintervalo [0,2] conn =4
3) f(x) = x? enelintervalo [0,2] conn =5
4) f(x) =vx+1 enelintervalo [-1,3] conn =38
5) f(x) =+/x enelintervalo [0,1] conn =75
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Aproximacién por el método del trapecio

El método del Trapecio es otra forma de aproximar el drea de una curva, su nombre
radica porque la figura geométrica es un trapecio. Es muy parecido al método del

rectdngulo solo que su area se obtiene por medio de 4 = (%B + %b) h
El drea aproximada que esté limitada por la curva en el intervalo [a, b] es:
1 1
A= Ef(x()) + f(x1) + fxp) + ---+Ef(xn) Ax donde xy=a, x,=b
n = Numero de partes iguales en las se se divide el intervalo [a, b]

b—a

n
Donde Ax es la longitud de la altura de cada trapecio.

/y=f(X)

Ax =

a) Aproxima el area utilizando la férmula de trapecios, dividiendo el intervalo [2,5] en 6
partes iguales.

x2

f(x)=7

1 X

. fe =%

e
8

7

3

s

o

3

|
10 1 oz 3 4

a=2, hE="5" n==~6,

LLos datos son:

Con los cuales se obtiene la longitud de cada parte:
amx=2"2_0¢s
x=——=0.
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2
Se determina las ordenadas de los puntos mediante la funcion y = x? de 0.5en 0.5

X, 2 25 3 35 4 45 5

2
f(xn)="7 2 3125 45 6125 8 10125 125

Se aplica la formula de trapecios para obtener el area en el intervalo [2,5],
1 1
A= (E (2) +3.125+45+ 6125+ 8+ 10.125 + > (12.5)) 0.5

A =19.5625u?

2) Aproxima el drea bajo la curva por el método de trapecios para f(x) = v/ x3 + 8dx
conn = 10

f(x)=+yx*+8

.
B
‘2H
‘ :
S e o s s X

21—
B

Los datos son:

Se obtiene el valor de Ax,

0.4

Se realiza la tabla para encontrar las ordenadas de x,, sustituyendo en:

f(x) =+/x3+8
Xn = -1.6 {12 -0.8 -0.4 0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
) 0 1.975 2504 2736 2817 2828 2.839 2917 3.118 3.477 4

Se aplica la formula de area de trapecios

1 1
A= (E (0) +1.975+2.504 + 2.736 + 2.817 + 2.828 + 2.839 + 2.917 4+ 3.118 + 3.477 + 2(4)) 0.4

A = 10.884u?
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m
3) Encuentra el 4rea aproximada de f(x) = sen x? para el intervalo [0, E] conn =75

Se tiene los siguientes datos:

a=0, b= 5 =
La longitud de la altura de cada trapecio esta determinada por,
T
==l
2 T
A =
775 710

Se realiza la tabulacién para obtener las ordenadas de la funcion f(x) = sen x?

B 0 L n 3 2T T
= 10 5 10 5 2
f(x) 0 0.0955 0.3455 0.6545 0.9045 1

Se aplica la formula de area de trapecios

p 1 1 s
Area = <§ (0) + |—0.5877]| + |—0.5877| + 0.5877 + 0.5877 + E(O)) (E) = 0.7385

A = 0.7385u?

Utiliza el método de trapecios para obtener las siguientes areas:

1) f(x) =2 enelintervalo [1,3] conn =4
2) f(x) =2x —1enelintervalo [2,4] conn =8

3) f(x) = x? en el intervalo [0,4] conn =10
4) f(x) = cosx en el intervalo [0%] conn=>5

5)f(x) =x3—1enelintervalo [1,2] conn =4

Notacion SIGMA

Para poder representar sumas de manera compacta usamos la sumatoria o notacién
Sigma. Por ejemplo, si queremos sumar los primeros 10 nimeros de una serie, se puede

expresar cComao:
10

1+2+3+4+5+6+7+8+9+10=Zi
i=1

Aqui X (sigma) significa que estamos sumando todos los nimeros de la forma indicada
cuando el indice i recorre todos los enteros consecutivos, comenzando con el entero que
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aparece debajo de X y finaliza con el entero arriba de . Como se observa en el ejemplo

anterior se utiliza la letra i, pero también se acostumbra a usar la j.
Los elementos de la sumatoria se muestran a continuacion:

tltimo valor B )
den formula Para
\ los términos
[

2411/
FARN

Indicedela  primer valor
sumatoria den

Para la sumatoria se remplaza por n los valores 1, 2, 3,4,5y 6

6

Z 4i = 4(1) + 4(2) + 4(3) + 4(4) + 4(5) + 4(6)
=il

=4+4+84+12+16+ 20+ 24 = 84

Realiza las siguientes sumatorias
5
a) Z(n—2)= 1-2)+C2-2D+B-2)+@E—-2)+(5-2)
n=1

=—14+0+1+2+3=5

7
b) » n?=22+3%2+4%2+52+6%+ 72

Jj=2

—4+9+16+25+36+49 =139

6

21_1+1+1+1+1+1_49
C),li_l 273727576 20

i=

Las sumatorias tienen ciertas propiedades que permiten hacer mas sencillas las

operaciones

n
i.2k= n—a+ 1k
i=a

n

ii. Z[f(i) + g()] =Zn:f(i) + i 9@

1=a

n

iii.z ¢ f@) = cif(i)

i=a
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Férmulas para algunas sumas especiales

Al determinar areas de regiones, con frecuencia necesitaremos considerar la suma de los
primeros n enteros positivos, asi como la suma de los cuadrados, cubos, etcétera. Hay
férmulas Utiles para éstas.

1. c=c+c+c+--+c=cn ¢ = constante

n
) nn+1)
2. Zl=1+2+3+'--+n=T

nn+1)2n+1)
6

3. Zi2=12+22+32+...+n2=
i=1
n

4, Zi3=13+23+33+...+n3=
i=1

nn+1) 2
=

n

5. Zi4=14+24+34+...+n4=
i=1

nn+1)2n+1)(Bn?+3n-1)
30

Ejemplos

1. Encuentre una férmula para

;(iz +20)

Se separa el binomio en sumatorias individuales aplicando la propiedad ii
n n

-SeeS
i=1 i=1

En la segunda sumatoria se aplica la propiedad iii

=Zi2+22i

i=1 i=1
Aplicando las féormulas correspondientes
nn+1)2n+1) nn+1)
= + 2
6 2
_2n®+3n*+n
=

+n*+1

_2n3+9n2+n+6
B 6
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2. Encuentre una férmula para
n

PEDIED!

j=1

Primero multiplicamos los binomios
n n
Y+ -9 =) (7 -3j-10)
j:l ]=1
Se separa el trinomio en sumatorias individuales aplicando la propiedad ii
n n n
=Zj2—23j—210
j:l j:l j=1

En la segunda sumatoria se aplica la propiedad iii

n n n
DX ESIVEDRL
j=1 j=1  j=1

Aplicando las férmulas correspondientes

_nn+1)(2n+1) 3n(n +1)
= : ol R

10n

n

6[an+3n+1—9n—9—60]

_ n(n®—3n—34)
4 3

. n3 —3n? — 34n
- 3

3. Realiza la sumatoria

30
) (@ +2) =
i=1

Se separa el binomio en sumatorias individuales aplicando la propiedad ii
30

30
= Z 4+ ) 2
i=1 i=1

Aplicando las formulas especiales

iﬁz[@]z zn:czcn

i=1 i=1
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Asi
30

= 30(30 + 1)]?
Z i3+ z e [T] +2(30) = 216225 + 60
i=1

i=1 i

Por lo tanto

30
Z(ﬁ +2) = 216285
i=1

4. ;Cuantas esferas hay en la pirdmide que se muestra en la figura?

Como la pirdmide tiene base cuadrangular el lado se eleva al cuadrado
por lo que se puede representar matematicamente de la siguiente manera.

_nn+1DH(2n+1)
B 6

7
12+22+32+'"+72=Zi2

i=1

_7(8)(15)
——

Por lo tanto, hay 140 esferas en la pirdmide.

=140

Si la piramide tuviera 20 niveles ; Cuéntas esferas habria?

20

nn+1)2n+1 20(21)(41
§p_nEHDERED 20Dy,
: 6 6
=1

20

Zi2=2870

i=1

a) Encuentra los valores de la suma indicada

5 7
D ) k+1) 2) Y 3(i—-2)
4 4
3) ) 22 DIDACIES)
2 2
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b) Escribe la suma que se indica en la notacién sigma

1)1+2+4+3+-+30=
2)1% + 2% + 3% + .- + 102

3)l+l+l+...+i
2 3 4 20

c) Utiliza las férmulas de sumas especiales para calcular la suma

20
1)2(21’ +3)

50
Z)Z(iz —50)
i=1

3 (7 -2 +3)

=

4) ) (4k3 + 3k)

Suma de Riemann

Una suma de Riemann es una aproximacién del area bajo la curva, al dividirla en varios
rectangulos.
En una suma de Riemann izquierda aproximamos el drea con rectangulos (normalmente

de ancho igual), donde la altura de cada rectangulo es igual al valor de la funcién en el
extremo izquierdo de su base.

~
~
&

En una suma de Riemann derecha la altura de cada rectdngulo es igual al valor de la
funcién en el extremo derecho de su base.

29



FS

En una suma de Riemann de punto medio la altura de cada rectangulo es igual al valor

de la funcién en el punto medio de su base.

Y

i /‘

S

Podemos también usar trapecios para aproximar el area. En este caso, cada trapecio toca

la curva en sus dos vértices superiores.

u
i

)

usemos mas cercana serd la

Para cada tipo de aproximacién, mientras méas formas
aproximacién al area real.
Sea f(x) una funciéon definida en el intervalo [a, b] el drea A bajo la gréfica de f(x) en el

intervalo dado, se obtiene realizando estimaciones con rectdngulos inscritos o

circunscritos como se ilustra.

A
/ f




Considerando que los rectangulos tienen bases con la misma longitud se establece que

b—a
Ax = —
n

Como el area bajo la curva es la sumatoria de las dreas de todos los rectdngulos inscritos,
por lo que para cualquier nimero de rectdngulos se tiene:

Rectangulos inscritos Rectéangulos circunscritos
n n
A=ZAx-ka_1 A=2Ax-ka
k=1 k=1
S b—a S b—a
A=ZT-f(a+(k—1)Ax A=Z — - f(a+ k)
k=1 k=1

Encuentra el drea limitada por la funcién f(x) = x? + 1 para el intervalo [1, 4] usando la
suma de Rieman para

a) 5 rectangulos circunscritos

b) 10 rectangulos circunscritos

a) Resolviendo para 5 rectédngulos circunscritos
donde a=1y b=4

se usa la férmula
n
b—a
A =Z—-f(a+kAx)
=t

Si:

3
a+kAx=1+—-k
n
3 3 \? 6k 9k2 6k 9k2
f(a+kAx)=f<1+—k>=(1+—k) +tl=1l4+—+—-1=—+—
n n n n

Sustituyendo en

S b—a
A=Z—-f(a+kAx)
k=1 n

=3 [6k 9k%\ ~~18k 27Kk?
A=Z—' —t )= 7t 3
n n n k—ln n

k=1 =
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Como n es una constante puede salir de la sumatoria de acuerdo con la propiedad
iii y se pueden separar en dos sumatorias de acuerdo con la propiedad ii

18, 27O,
A:P k+$2k
k=1 k=1

Aplicando las féormulas especiales

_ 18 (n(n + 1)) f 27 <n(n +1)(2n + 1))

T n? 2 n3 6

Simplificando

A_36n2+45n+9
N 2n?

Con esta férmula se puede calcular el érea para cualquier nimero de rectdngulos

Asiparan=5
~36(5)* +45(5) +9 567
B 2(5)2 ~ 25
A= 2268

b) para obtener el resultado aproximado del area para 10 rectdngulos circunscritos
también se sustituye en la relacién encontrada.

Para n=10
_36(10)2 +45(10) +9 _ 4059
4 2(10)2 ~ 200
A = 20.295

Encuentra el 4rea limitada por la funcién f(x) = x? para el intervalo [0, 1] usando la suma
de Riemann para

a) 5 rectangulos inscritos

b) 20 rectdngulos inscritos

a) Resolviendo para 5 rectdngulos inscritos

donde a=0y b=1 o

se usa la férmula

S b—a
A= — - f(a+ (k—1)Ax
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1
a+(k—1)Ax=O+(k—1)E

f(a+ kAx) =f<%(k—1)) = (%)2 (k — 1)2 =%(k2—2k+1)

Sustituyendo en

A=zb_Ta-f(a+kAx)

k=1
n n
A—Zl-<1 2 2k+1)—zl K2 — 2k +1
i n nz( ) - ng( )
k=1 k=1

Como n es una constante puede salir de la sumatoria de acuerdo con la propiedad
iii y se pueden separar en tres sumatorias de acuerdo con la propiedad ii

n

Zl(kz 2k + 1) 1[nk2 2zn:k+zn:1]
— (k% - == -
2 n k=1 k=1 k=1

k=1

Aplicando las férmulas especiales

1 nn+1)2n+ 1) nn+1)
1= ) 2 ()

i 1 1 N 1
3 2n 6n?
Con esta férmula se puede calcular el area para cualquier nimero de rectdngulos
Asiparan=5
= 1 1 f 1 1 1 N 1
3 2() 6(52 3 10 150

A=2=024
25

b) para obtener el resultado aproximado del adrea para 10 rectdangulos inscritos
también se sustituye en la relacién encontrada.

Paran=10
11 1 1 1 1
A_§_2(10)+6(10)2_§_%+ﬁ
57
A=o5=0285
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Entre mas rectangulos se usen el valor del érea bajo la curva serd cada vez mas cercano
al valor real.

Por lo que si crece el nimero de rectdngulos de tal manera que tienda a +o0, entonces
se tendré un limite por lo que la Suma de Riemann quedaré expresada de la siguiente
manera

WTﬁ_ﬁ
I v

4 2 L
P “QQ v ‘9 ¢
g;"ﬁoﬂ,’ Video
A7 KHAN
“e@Ws" ACADEMY

Manos a la obra

Emplea sumas de Riemann con rectdngulos inscritos encuentra el valor del area limitada
por la curva, el eje X, las rectas dadas o el intervalo indicado. Trazando la gréfica en cada
caso.

1.f(x) =3x—4;, x=2,x=5 paran=5
2.f(x)=9—-x2 x=1,x=3 paran=10

3.f(x)=x3 x=0,x =2 paran=8
Calcula el area limitada por la curva f(x) y el eje X en el intervalo indicado utilizando sumas
inferiores (rectdngulos inscritos)

1.f(x) = (x + 1)? enelintervalo [-2,0] paran=10

2.f(x) =x3—1 enelintervalo[1,3] paran=8

Evaluando tus aprendizajes
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APRENDIZAJES ESPERADOS
e Encuentrala antiderivada de funciones elementales polinomiales
e Descubre relaciones inversas entre derivacion e integracion: “Si de una
funcién se obtiene su derivada, qué obtengo si de esa derivada encuentro
su antiderivada”
e Interpreta por extensién o generalizacion, la integral indefinida de
funciones polinomiales y trigonométricas basicas (seno y coseno)

En Matematicas las operaciones elementales que conocemos se dan en parejas

Veamos el siguiente ejemplo:

Supongamos que tenemos el nimero 6y le sumamos el 3

6+ 3 clresultadoes 9

ahora queremos obtener el ndmero original nuevamente, para lograrlo
necesitamos aplicar la operaciéon inversa de la suma (la resta), asi:

9 — 3 el resultado es 6 el nimero original como era de esperarse

Asi como se ejemplifico con este par de operaciones, existen otras operaciones
suma < resta producto < cociente potenciacion < radicacion

En donde la segunda operacién “deshace” a la primera y viceversa

Valorando lo que sabes

Determina las derivadas de las siguientes funciones

a) f(x) =2 9) f(x) = (x — 4)?

b) f(x) = 2x h) f(x) = e**

c) f(x) = 7x? i) f(x) = sen 2x
d)f(x):xis Df(x)=3x*—6x*+1

. 3_3_ -2
e) f(x) =+x k)) f(x) = 3x = 3x
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Antiderivadas

En el curso pasado estudiaste en calculo diferencial las derivadas y el proceso que usaste
para obtenerla la derivacion. Si queremos resolver ecuaciones que incluyan derivadas
necesitaremos su inversa, denominada antiderivacién o integracion.

Es decir, dada una funcién f, encontrar una funcién F cuya derivada sea f".

En otras palabras, para una funciéon dada f, ahora pensamos en f como una derivada.
Deseamos encontrar una funcién F cuya derivada sea f; es decir, F'(x) = f(x) para toda
x en algun intervalo. Planteado en términos generales, es necesario diferenciar en
reversa.

Particularicemos con el siguiente ejemplo.
¢Cudl es la antiderivada de 2? Es decir, que funcién al derivarla se obtiene 2.

Si fi(x) =2 - f(x)=2xyaque laderivada de 2x es 2
Pero también puede ser soluciones las siguientes funciones
f(x)=2x+3

f(x) =2x+10 _\ ; -
f) =22 -2 - =2

f(x) =2x+§

Antiderivada. Se dice que una funcién F es una antiderivada de una funcién f sobre
algun intervalo I si F'(x) = f(x) paratodax enI.

Ejemplo:

Una antiderivada de f(x) = 2x es F(x) = x?, puesto que F'(x) = 2x.
Una funcién siempre tiene mas de una antiderivada.

Asi, en el ejemplo anterior,
F;(x) =x% — 1y F,(x) = x? + 10 también son antiderivadas de f(x) = 2x, puesto
que F'1(x) = F'5(x) = 2x.

Antiderivadas generales
Cualquier antiderivada de f debe ser de la forma G(x) = F(x) + C; es decir, dos
antiderivadas de la misma funcién pueden diferir a lo méas en una constante.

Por tanto, F(x) + C es la antiderivada méas general de f(x).

Si G'(x) = F’(x) para toda x en algun intervalo [a, b], entonces

Gx)=Fx)+C Para toda x en el intervalo.
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La notacion F(x) + C representa una familia de funciones; cada miembro tiene una
derivada igual a f(x).

Del ejemplo anterior se tiene que la antiderivada méas general de f(x) = 2x es la familia
F(x) = x? + €. Como se ve en la gréfica de la antiderivada de f(x) = 2x es una traslacién
vertical de la gréafica de x2.

a) Una antiderivada de
f(x)=2x+5 es F(x) =x2+5x

ya que F'(x) = 2x + 5.
La antiderivada mas general de f(x) = 2x + 5 es F(x) = x> + 5x + C.
b) Una antiderivada de
f(x) =3x%+x es F(x) =x3 +%x
ya que F'(x) = 3x% + x
La antiderivada mas general de f(x) =3x? + x es F(x) =x3+ %x +C
Las funciones que son inversas de las derivadas se conocen como funciones primitivas y
se expresan como F(x)

Si una funcién f tiene una antiderivada, tendrd una familia de ellas, y cada miembro de
esta familia puede obtenerse de uno de ellos mediante la suma de una constante
adecuada. A esta familia de funciones le llamamos la antiderivada general.

La funcion primitiva general se le suma una constante representada con la letra C que

representa a cualquier nimero real.
F(x)+C

Ejemplos:
Escribe las antiderivada general de las siguientes funciones

1
2) fG0) = 3

1
F(x)=§x+C

OJO: Al derivar la funcién primitiva F(x), se debe obtener la funcion f(x)
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b) f(x) = —80
F(x) =—-80x+C
o) f(x) =5x
F —5 2+cC
(x)—zx +
d) f(x) = x3
F(x)=%x4+C
e)f(x)=2x5+1

1
F(x)=§x6+x+C

f) f(x) = x% + 2x

1
F(x)=§x3+x2+C

g) f(x) = 4x3 — 2x? — 7x

2 7
F(x)=x4—§x3—§x2+C

Escribe las antiderivadas generales de las siguientes funciones

a)f(x) =5

b) f(x) =3x

Q) f(x) = 6x — 4
d) f(x)=x>-3

e) f(x) = 2x3 + 4x
f) f(x) = 5x* — 2x3
g)f(x)=2x3—8x+4

h) f(x) =3x°—-5x3+2x—1
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Integracién indefinida

Una condicidn suficiente para que una funcién f admita primitivas sobre un intervalo es
que sea continua en dicho intervalo.

Si una funcién f admite una primitiva sobre un intervalo, admite una infinidad, que
difieren entre si en una constante: si F; y F, son dos primitivas de f, entonces existe un
numero real C, tal que F; = F, + C. A C se le conoce como constante de integracion.

Como consecuencia, si F es una primitiva de una funcién f, el conjunto de sus primitivas
es F 4+ C. Adicho conjunto se le [lama integral indefinida de f y se representa como:

j f(x)dx

El proceso de hallar la primitiva de una funcidén se conoce como antiderivacién
o integracién y es por tanto el inverso de la derivacion.

Notacién de la integral indefinida.

Por conveniencia, se introducird la notacién para una antiderivada de una funcién. Si
F’(x) = f(x), la antiderivada méas general de f se representa por

f F(x)dx = F(x) + C.
El simbolo f fue introducida por Leibniz y se denomina signo integral.

La notaciéon [ f(x) dx se denomina integral indefinida de f(x) respecto a x. La funcién
f(x) se denomina integrando.

2 . 9 qr d
El nimero C se denomina constante de integracién. Justo como E’—c( ) denota la

operacién de diferenciacién de () con respecto a x, el simbolismo [( )dx denota la
operacién de integracién de ( ) con respecto a x.

La diferenciacion y la integracion son fundamentalmente operaciones inversas. Si
f(x) dx = F(x) + C, entonces F es la antiderivada de f; es decir, F'(x) = f(x) y asi

JF(x)dx=F(x)+C (1

Ademds, [ f(x)dx = (F(x) + C) = F'(x) = f(x) 2)

En palabras, (1) y (2) son, respectivamente:
e Una antiderivada de la derivada de una funcidn es esa funcidn mas una constante.
e La derivada de una antiderivada de una funcidn es esa funcién.
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A partir de lo anterior se concluye que siempre que se obtiene la derivada de una funcién,
al mismo tiempo se obtiene una férmula de integracién. Por ejemplo, debido a (1), si

d xn+1 d xn+1 xn+1

— = entonces — dx = [ x"dx = +C,

dx n+1 dx n+1 n+1

d 1 d 1

—In|x| == entonces —In|x|dx = | =dx = In|x| + C

L x| =2 [ L nlxldx = [ x| +C,

d d

L Senx =cosx entonces fasenxdx=fcosx dx =senx + C,
—tan 't x = entonces —tan ‘x dx = dx =tan " *x+C
dx 1+x2 J.dx f1+x2 +C,

De esta manera es posible construir una férmula de integracién a partir de cada férmula
de derivada, por lo que existen decenas de férmulas de integracién.

Integrales inmediatas

En la tabla se resumen algunas férmulas de integracion mas comunes

fadx= ax+ C fsecxtanxdx=secx+C
X1
fxndxz +C conn=*-—1 fcscxcotxdx=—cscx+€
n+1
1 f L 4 +C
Zdx = ———dx =arcsenx
fxdx In|x|+C m
fcosx dx =senx+C f1+x2dx=arctanx+c
f d rc f L4 x|+ C
senxdx = —cosx —————dx = arcsec|x
xvVx2 —1
X
fseczxdxztanx+C Ja"dx= T i
Ina
fcsczxdx=—cotx+C fexdx=ex+C

Las integrales inmediatas son todas las antiderivadas que como caracteristica
fundamental todas tienen una constante indefinida en su solucién y esta es la razén por
la cual se llama a esta operacién matematica integral indefinida.

/fyH(fix_} — F(x)+C

Integral de... Diferencial  Funcién primitiva
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Para poder integrar las diversas funciones contamos con un conjunto de férmulas, y en
el uso de estas féormulas nos proporciona lo que conocemos como: integracion

inmediata.

Veamos unos ejemplos de integraciones inmediatas.
Integra las siguientes funciones

a) f4dx

Usando la féormula f adx =ax +C

Donde a = 4
j4dx=4x+C

b)Ja—V7dx
Usando la férmula f adx =ax+C

Donde a = —7
f —\7dx = —V7x +C

0) fxsdx
P+
Usando la férmula j xMdx = +C
n+1
Donden =75
fxsdx— . +C—x—6+C
T 5+1 6
d) f8x3dx
Primero se saca el 8 de la integral 8 f x3dx
xn+1
Usando la formula fx"dx = +C
n+1
Donden =3
x3+1 8x4-
8 3dx =8 C=—+C=2x*+C
Jx X (3 n 1) + 7 + x* +
1
e) fx—zdx

Subimos al numerador x? para poder aplicar la férmula v", asi
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1
f—zdx = fx‘zdx
x

X+
Usando la formula j xdx = +C
n+1
Donden = —2
—2+1 x-1 1
~2gy = C=—+C=-=4+C
fx X 211 ar 1 9P x+
f) f 5Vxdx
1
Primero tenemos que escribir la funcién ¥x como x3
xn+1
Usando nuevamente la férmula f x"dx = +C
n+1
Donde n = =
3
1 4
1 1 x3t1 5x3 15 2
5x3dx =5 x3dx =5 +C=—+4+C=—x34+C
1 4 4
B 3
g) jx‘ldx
Como n = —1, no se puede aplicar la férmula de integracion [ x™dx por

lo que se usara:

1
J—dx =Inlx|+C
x

1
fx‘ldx =f;dx =lInlx|+C

h) f(Bx4 — 2x)dx
Se separa el binomio en dos integrales
J(Bx“ + 2x)dx = J 3x*dx + f 2xdx integrando cada una
5

3x
f3x4dx= 3fx4dx =?+Cl

2x?
fodeZdex=T+Cz=x2+Cz
f 3x° X 305
f(3x +2x)dx=?+Cl+x +C2=?+x + (C1 + Cy)

La suma de dos o més constantes da otra constante C; + C, = C
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Por lo que la integral sera:
5

3x
(3x* + 2x)dx = =t x2+C

i) f(5x4 —2x% — 8)dx

Se integra por separado cada término

x5

5 +C1=x5+C1

JSx4dx=5.[x4dx=5

x3 2
—fode=—2fx2dx=—2?+C2=—§x3+62
J—8dx=—8x+6‘3

2
f(5x4—2x2—8)dx=x5—§x3—8x+C

)] f cosx dx

Usando la férmula f cosx =—senx +C

fcosxdx =—senx+C

k) f(Bex + 2x)dx
Se integra por separado cada término

Usando la formula fex = e* + (C para el primer término
jSe"dx = 3Je"dx =3e* +(;
32
J-Zxdx=2§ +Cy=x%4C,

f(3e" +2x)dx =3e* +x2+C

Resuelve las siguientes integrales

1) f100dx 11)f2x2 +5
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7
2) f _0.7dx 12) f <3x3 4 4x? — 5) dx

3) f ;dx 13) f (3x-3 + 4x2 —x%) dx
8) f 2.5xdx 14) f x2(x + 1)dx

) e i G-ee

6) f 759 16) f (Vi +ax? —%) i
> 7

w

8) f:_3dx 18)J‘<6x — 2x? )
9)fx—5 dx 19)J<M) w

3x2
10) f nxdx
20) f(ex — cosx)dx

0 dv
Integrales de funciones de la forma v y g

Como se ha visto en los ejemplos anteriores tenian en comun que su variable era x, sin
embargo, muchas integrales no tienen solo la x como variable sino v esta puede ser una
expresion polindmica o trascendental aunque sigue aplicando integracién inmediata
puesto que solamente sustituye la variable principal en la férmula correspondiente, pero
siempre se debera de determinar el diferencial de cada funcidn a integrarse, y sélo hasta
que el diferencial de la variable principal dv esté completo se podra integrar la funcidn
f).

Integrando Funcion primitiva

—

—
Jf(v) dv = Fw)+C
e

Integral de...  Funcidén de la variable u  Diferencial

Se debe recordar que antes de integrar correctamente, el diferencial dv nos sefala cual
es la variable principal, sobre la cual se integra la funcién.

La v del problema es la primera pregunta que nos haremos siempre al resolver una
integral, porque definiendo la v del problema, procederemos a resolver conforme a esa
referencia.
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Por lo que la tabla anterior se redefine introduciendo v y dv

J-adx=ax+C J-secvtanvdv=secv+C
n+1
fvndvz +C conn=+-—1 fcscvcotvdv=—cscv+C
n+1
d_v=1n|v|+c J-;dv=arcsenv+6
v V1 —v2
1
Jcosv dv=senv+C J1+U2dv=arctanv+6‘
1
fsenvdv= —cosv+C J—dx=arcsec|v|+C
vz -1
2 _ a’
seccvdv=tanv +C fa”dv= +C
Ina
fcsczvdvz—cotv+C Je”dv=9”+c

Se realizaran integraciones de potencia y de cociente aplicando las siguientes férmulas

n+1 dv
Jvndv= +C conn=#-1 y J—=In|v|+(,'
n+1 v

Realiza las siguientes integrales

a) f(x + 2)*dx

vn+1

n+1

Usando la férmula f vidv = +C

Eligiendo v=x+2 - dv=1dx

Se aplica la férmula
4+1 5

f(x+2)4dx=fv4dv=v W
4+1 5

pero como v = x + 2 entonces sustiuimos

v5+ _(x+2)5+C
5 B 5
Asi:
x +2)°
f(x+2)4dx=%+6
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b) f 3(x3 +7)5x2 dx

vn+1

+C
n+1

Usando la férmula jvndv =

Eligiendo v=x3+7 - dv=3x%dx

Se aplica la férmula
5+1 6

f3(x3+7)5x2dx=fv5-dv=v +rc=L1c
5+1 6

pero como v = x3 + 7 entonces sustiuimos

P ie=EED
6 6
Asi:
x3 + 7)6
f 3(x% +7)°x%dx = %+ c
0) J(3x + 1) 2dx
1
Usando la férmula j vidv = +C
n+1

dv 1
Eligiendo v=3x+1 - dv=3dx donde — =dxasi dx = §dv

3
Se aplica la férmula
fs +1)72d —f & 1d —1f 2dv = _2+1+C—1v_1+c— 1+C
G ar = | v S 5 1 €~ 3

pero como v = 3x + 1 entonces sustiuimos, asi:
1 1
3 +C=-— m +C
Asi:

f(3x+1)‘2dx= —m+c

d)fx (x2 —=5) dx

Reacomodando la integral para usar la formula J- vdv

fx (x2 —5) dx =f(x2—5)%xdx
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vn+1

n+1

Usando la férmula f vidv = +C

dv 1
Eligiendo v=x2-5 - dv =2xdx donde 5 xdx asi xdx = Edv

Se aplica la férmula

3

2 _ oyh e (L 1 vt L

.[(x—)xx—jv EU—EJU v—§l+1+ > ?+ =—+
2 2

pero como v = x2 — 5 entonces sustiuimos

v2 (x? —=5)2
Rz T
Asi:
1 (x* —5)2
f(xz 5)2 xdx = = +C
x
e)fxz_ldx

d
Usando la férmula f7v =Inlv|+C

dv 1
Eligiendo v=x%2-1 - dv = 2xdx donde T xdx asi xdx = Edv

Se aplica la férmula

J‘ X d _fldv_l dv—ll||+C
2—1%% 2% T2} T2

pero como v = x2 — 1 entonces sustiuimos

1l | |+C—1l x2—1|+C
2 n\v —-2 ni|x

Asi:

f ¥ g =impx?—1+c
xz 1 X = 2 n|x

JZx +1 d
D x%+x x
dv
Usando la férmula f; =Inlv|+C

Eligiendo v=x%2+x - dv=2x+ Ddx
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Se aplica la férmula

2x+1 dv
f 5 dx=f—=ln|v|+C
x2 +x v

pero como v = x? + x entonces sustiuimos

Inlv|+C=In|x?+x|+C

Asi:

x
fx2+xdx=ln|x2+x|+C

X
&) ) e 13
o o . o dv
Aunque tiene la funcidon exponencial esta integral se resuelve con la formula -

i dv
Usando la formula f; =Inlv|+C

v 1
Eligiendo v =e* +3 — dv = 4e*dx donde o e**dx asf e*™dx = Zdv

Se aplica la férmula

f e ; _fldv_l dv—1l||+C
e** +3 i 4v 4 v—4nv

pero como v = e** + 3 entonces sustiuimos
1l||+C 1l|‘”‘+3|+C
=In|v =—Inle
4 4
Asi:

etx 1 4
—_— x
f—e‘“‘ 3dx—41n|e +3|+C

h) j(sin 5x)3 - cos 5x dx

Aunque tiene funciones trigonométricas esta integral se resuelve con la formula v™

vn+1

n+1

Usando la férmula f vidv = +C

dv 1
Eligiendo v = sen 5x — dv = 5cos 5x dx donde T = cos 5x dx asi cos5xdx = gdv

Se aplica la férmula
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f('5)3 5 d—f31d —1f 3 g o R V"
sin5x) - cosSx dx = | v*-zdv=¢ | vidv=¢ 311 == .
pero como v = sin 5x entonces sustiuimos
vt sin 5x)*
— =-£_____Z_+_C
20 20
Asi:
sin 5x)*
f(sinSx)g’ - cos 5x dx :%+ c
ANLE \ N AdNEda .
) Q 00 { aQ \ ) aQ v
AR Y AL TR L ALV Al
..,. V(deo

Video <Nl Video

S/ KHAN 3/ KHAN 3/ KHAN

ACADEMY ACADEMY

ACADEMY

Resuelve las siguientes integrales

1.f(x —2)%dx

Z.Jx(x2 +1)%dx

3f -
'x2+4x

4.f Z\J 4 + z2%dz

S.Jx 1 — x2%dx

ex
6.f2+exdx

5
dt
V2t +1

8.f(cos x)8(sin x)dx

9.f(x3 —5)* x? dx

10f(2x—3>d
") \x?2—3x *
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Integrales de funciones exponenciales

Las siguientes férmulas se emplean para integrar funciones exponenciales

a‘l?
fa"dv= +C fe”dv=e”+C
Ina

Realiza las siguientes integrales

a) fe5xdx

Se escoge la variable de acuerdo con la férmula que se va a emplear, en este caso,

v = 5x, su diferencial dv = 5dx  donde, dx = %
Se realiza el cambio de variable y el resultado es,
fesxdx=fe”dl:lfe”dv=le”+C=le5x+C
5 5 5 5
Ast: ,

1
5 = _e5x 4 (¢
fe 5e +
X
b) f e8dx
v = % , dv = %dx donde, dx = 8dv
Por consiguiente, al realizar la sustitucion se obtiene:
X X
fe§dx=8fe”dv=8e"+C=Se§+C
Ast:
e o
j e8dx = 8e8 + C

c) f 63*dx

a=6 wv=3x , dv=3dx donde, dxzidv

Por consiguiente, al realizar la sustitucion se obtiene:

1 1 3x
3% J0 3% Jo — —
f6 dx—3f6 dx 3 ln6+C
Asi:
1 63x
32 I
f6 dx 3 ln6+C
dx
d) Ty

Reescribimos la ecuacién para poder usar la férmula de a?
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dx
— f a—Zxdx

P
dv
v=—2x,dv =—2dx donde, == dx
dx_f axgy o f"d— 1a"+ N o B 1 A
77 o x 2 = 2lna 2 lna "~ 2a%* - Ilna
Asi:

f dx 1 L
P RES 7 = ()
6
e) j x%-e* dx
Se escoge la variable de acuerdo con la formula que se va a emplear, en este caso,
. . dv
v = x6, su diferencial dv = 6x°dx  donde, x%dx = =

Se realiza el cambio de variable y el resultado es,

5 .6 1;dv 1 v 117 1 6
fx e, dx=fe ?=gfe dv=g€ +C=gex +C

Ast: |
6 1 6
fxs-ex dx———6e" + C

Realiza las siguientes integrales:

1.jegxdx 6.f Va*dx
x dx
2.f6e2dx 7. e
oV il
3. | — ex?
\/E 8 Fdx
4.f3xzex3dx .
9.fx2(3 —e* )dx
5.f7zxdx X
10.[ x3 5%

Integrales de funciones trigonométricas
Las funciones trigonométricas se integran con las siguientes formulas y en algunos casos

auxilidndose de un cambio de variable.
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1.fsenvdv=—cosv+C
2.fcosvdv=senv+C
3.fsec2vdv=tanv+C

4.jcsc2vdv= —cotv+C
5.fsecvtanvdv=secv+€

6.fcscvcotv dv =—cscv+C

7.ftanvdv = —In|cosv|+ C = In|secv| + C
8.fcotvdv=1n|senv|+(]

9.jsecv dv = In|secv + tanv| + C

10.f cscv dv = In|cscv — cotv| + C

Obtén el resultado de las siguientes integrales

a) f cos 5y dy
Se hace un cambio de variable y se obtiene su diferencial:
v=>5y, dv=>5dy, donde, % =dy
Se sustituye y se resuelve la integral:

dv 1 1 1
fcosSydy= fcosv—=—fcosvdv=—senv+C=—sen5y+C
5 5 5 5
Asf:

1
fcosSydy =§sen5y+C

b) f sec 9x dx

v=9x, dv=9dx donde, % =dx

Se sustituye y se resuelve la integral:
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1 1 1
fsec9x dx =§fsec vdv=§ln|secv+tanv| +C =§ln|sec9x+tan9x| +C

Ast:
1
fsec 9x dx = alnlsec9x +tan9x| + C

0) f x cot x%dx
2 dv
v=x% dv=2xdx donde, 7=xdx
Se sustituye y se resuelve la integral:

, dv 1 1 1 ,
fxcotx dx=fcotv7=§fcotvdv=§ lnIsenvI+C=§n|senx |+C

Ast:
1
fxcotxzdx = Elnlsen x?|+C

d) f3x4 cos x>dx

v=x% dv=>5x*dx donde % =x*dx

Se sustituye y se resuelve la integral:

dv 3 3 3
f3x4cosx5dx = 3fcosv?= gfcosvdv —= senv+C =z senx® +C
Ast:
3
f 3x* cos x°dx = T sen x>+ C
tanvx
e) f \/_\/_dx
X
La férmula que se va a utilizar es [ tanv dv = In|secv| + C, de esta manera que:
— =gda ax _
v =x, dv—zﬁ donde, ﬁ—Zdv

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral:

tanvx
J \/_dx = 2ftanv dv = 2ln|secv| + C = Zln|sec\/§| +C
Vx
Ast:
tanvx
dx = 2In|secvVx| + C
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n J‘ 2tanx

— tan?x

Antes de resolver esta integral se recomienda emplear identidades trigonomeétricas.

Donde
sen x 5 .
tanx = sen 2x = 2senxcosx CcoS 2X = coS“ x — sen“ x
cos x
sen x sen x 2sen x
Ztanx _ cosx __ _“cosx _ cos x N
1 — tan?x 1 (sen x)z 1— sen?x  cos?x — sen?x
cos X cos?x cos?x
2 sen x - cos®x 2 sen xcosx sen 2x
e = = tan 2x

cos x(cos?x — sen?x) cos? x —sen?x  cos2x

Al sustituir la identidad encontrada, se tiene

2tanx
f—dx = ftaan dx,
1 — tan?x

Donde

dv
v=2x, dv=2dx; dx=7

Se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

JZtanx d—ft 2d—1ft dv = — S Inlcos v] + € = — = In|cos 2x| + C
1—tan2x X = an zx x—z anv av = anOSU = ZnCOS.x

Ast:

2tanx 1
fmdx = —EITLlCOS 2x| +C

Determina las siguientes integrales:

1.fsen 3x dx 6.fxsen4x2dx
X3
Z.ICOS 8x dx 7.fx2cos?dx
x

3.fsen§dx 8.f3x sec? 4x? dx

sen x
4'fcoszxdx 9.]CSC2(3X— 1)dx
5.fcotx\/cscx 10 fcosz xdx

") senx
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Integrales con expresiones de la forma /v2 + a2,/a? — v2,v% + a?, a® — v?

dv 1 v
1. — 5 = _-arctan—+ C
vé+a a a

dv 1 v—a

3f dv _1l|a+17|+c
' az—vz_Zan

v
=arcsen—+C
a

4j dv

dv
5.f—=ln(v+ vzia2)+C
V2 + a?
dv 1 v
6.f—=—arcsec—+€
vt —q?2 a a
2

v a v
7.f a? —v2dv ==+a%? —v2+—arcsen—+C
2 2 a

2
v a
8.fv2ia2dv=i vziazi7ln(vi vzia2)+C

Resuelve las siguientes integrales

f dx
9 | 7136

Se utiliza la férmula (1)

dv 1 v
— 5 =—arctan—+C

ve-+a a a
Se deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen la formula.

v2=x% v=xydv=dx; a? =36,a=6
por consiguiente,

dv 1 b
fxz 136 =garctang+C

b j dx
) 16x2%2 -9

Se utiliza la férmula (2)
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dv 1 v—a
va—aZZEl |v+a|+c

Se determina la variable y se encuentra su diferencial,

= 16x, v = 4x, dv=4dxy%=dx; a’®=9,a=3

Finalmente, se realiza la sustitucion y se resuelve la integral.

f dv 1f dv 1 4x — 3 1 4x — 3

16x2—9 4) v2—q? 42(3) "ax3l T T a3 T

) f dx
C ———
Vx? 4+ 25
Se utiliza la férmula (5)

'[ dv

=ln(v+ vzia2)+C

Se deducen las siguientes equivalencias y se sustituyen la formula.

v2=x% v=x ydv=dx; a? =25a=5

por consiguiente,

dx
—————=In(x+Vx2+25+C
f\/xz + 25 (
@ f dx
V9 — 25x2
Se utiliza la férmula (4)

v
=arcsen—+C
a

v
f N7
Se deduce a, v y la diferencial dv

dv
a’?=9,a = 3;v? =25x%,v=5x,dv =5dx donde, — = dx

5
f J‘ 1 v+C 1 5x+C
m z m 5arcsen —Sarcsen3
Por tanto,
f _1 5x+C
\/W—Sarcsen3
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Realiza las siguientes integrales:

b [o7e ) [srm
> [0 J=
D [ D | =
Js =

'He‘ﬂ“” ’Ho‘.‘ao 'wq‘a“w
. <% ,, V(deo <%0, Video g <%, theo
E‘.’ : KHAN 27z KHAN “’v’" KHAN
Ce ACADEMY B & ACADEMY “e@W=" ACADEMY
M L AR
’Hq‘\” ’nq‘\” 0
e, V(deo <%t V(deo
V KHAN S/ KHAN
“e@Ws" ACADEMY “e@Ws" ACADEMY
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https://es.khanacademy.org/math/eb-6-semestre-bachillerato-nme/x4cf03381641be9b4:integral-indefinida/x4cf03381641be9b4:reglas-de-integracion/e/integrating-sin-cos?modal=1
https://es.khanacademy.org/math/eb-6-semestre-bachillerato-nme/x4cf03381641be9b4:integral-indefinida/x4cf03381641be9b4:reglas-de-integracion/e/integrating-sin-cos?modal=1
https://es.khanacademy.org/math/eb-6-semestre-bachillerato-nme/x4cf03381641be9b4:integral-indefinida/x4cf03381641be9b4:reglas-de-integracion/e/integrating-trig-functions?modal=1
https://youtu.be/VRBSekS8J5A
https://youtu.be/nTpYwW5LLq0
https://youtu.be/DzFToJs5CK8
https://youtu.be/DzFToJs5CK8
https://youtu.be/t-4Irt7xvJI

lll. APLICAS DIVERSAS
TECNICAS DE INTEGRACION




APRENDIZAJES ESPERADOS
e Utiliza técnicas para la antiderivacion de funciones conocidas
e Obtienelaintegral indefinida de una funcién dada

e Calculala antiderivada de funciones trigonométricas basicas

En el bloque anterior se realizaron integrales basados en férmulas que permitieron por
medio de una simple sustitucién obtener el resultado, pero no siempre es posible
completar el diferencial para poder integrar de una manera inmediata.

Por tal motivo se presentan diversas técnicas o métodos de integracién que permitiran
calcular la antiderivada de diversos tipos de funciones; de acuerdo con sus caracteristicas
se tomara la técnica que permita integrarla.

Integracién por sustitucion trigonométrica

Este método requiere de un minimo conocimiento de trigonométrica, pues usaremos las
funciones trigonométricas directas y el teorema de Pitdgoras.

Este método de integracidn es util para resolver integrales que involucran la suma o
diferencia de dos términos cuadréticos, donde unos es variable (u?) y el otro es constante
(a?). La raiz de cada unos de estos elementos serd uno de los lados de un tridngulo
rectangulo, que se deberd de elaborar en cada integral por resolver, por lo que los
valores posibles a tomar de cada elemento cuadrético se veran reducidos a un cateto o
una hipotenusa. Dependiendo de la posicion de estos elementos cuadraticos, al sumarse
o restarse, se deducird el elemento faltante del tridngulo por medio del teorema de
Pitdgoras, quedando de la siguiente manera:

Radicado Razonamiento Tridngulo a utilizar

uZ + a2 = g2 + y2 | Obsérvese que la u estd en el cateto .
5 Va2 +u?
opuesto, la a estd en cateto

adyacente y el elemento faltante
va? + u? apareceréa en la hipotenusa.

Obsérvese que la u estd en la
- hipotenusa, la a estd en cateto u
adyacente y el elemento

faltante vu? — a?> aparecerd en el
cateto opuesto. a

—u2 Obsérvese que la u esta en el cateto
adyacente, la a esté en la hipotenusa a? — y2
y el elemento faltante va? —u?

apareceréa en el cateto opuesto.
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Las integrales que se resuelven con este método presentan radicales que corresponden
a los elementos faltantes de cada uno de los tridngulos de cuadro anterior, y las
posiciones de lauy de la a sélo se registran de esa manera para estandarizar soluciones.

Ejemplo:
Observa cémo se integra por sustitucién trigonométrica la siguiente expresién con
elementos cuadréticos del tipo algebraico:

dx
2 f (x?2 +4)3

Primero identificamos que los elementos cuadraticos algebraicos son: x? y 4 = 22,
Como estos corresponden a x? y a a?, respectivamente, se deducird que: u = x y que
a = 2,y como éstos estdn sumando se constituird un tridngulo como el siguiente:

Ahora determinaremos las tres funciones principales trigonométricas del tridngulo en su
angulo w. Quedando asi:

sen(w) = cos(w) = y tan(w) =

X 2
Va+ x2’ V4 + x2

Se despejaran las variables involucradas en la integral original, tales como V22 + x2 y dx.

Observamos que en la funcién seno existe la variable en el numerador y en el
denominador, por lo que los despejes son méas sencillos en las funciones coseno y
tangente:

s 4+ x? = 2sec(w)

2 2
Como:cos(w) = ——= - 4+ x2=———
4 4 x2 cos(w)

x
Como: tan(w) = > - x=2tan (w) - dx = 2 sec? (w)dw

Sustituyendo la integral original del tipo algebraico, por cada elemento
trigonométrico calculado, quedaria:

dx 4 dx _ [2sec’* (w)dw [ 2sec? (w)dw 1 do 1 J
Jm B J (\/mf _f [2 sec (w)]3 _f 8sec3(w) ngec(w) B Zf cos(w)dw

1 1
Zf cos(w)dw = Zsen(w) +C

S - 1
La solucion trigonométrica es: S sen (w) +C.

61




Volviendo a la variable original se sustituyen sen(w) en este resultado:

1[ X ]
1 sz + 4
Por lo tanto

X

dx
= C
f\/(x2+4)3 4\/x2+4+

b)f\/9 + x%dx

Primero identificamos que los elementos cuadréaticos algebraicos son: x% y 4 = 22,

Utilizamos el siguiente tridngulo

V3% +x2

3
Determinamos las relaciones trigonométricas

x
senw=§—>x=3sena) - dx =3coswdw

VTE
secw = - 32+ x2 =3secw

Sustituyendo la integral original, por cada elemento trigonométrico calculado
1
f\/9x2dx=f3seca)-3coswdw=9f " €O wdw=9fdw
c9_s’w
Integrando
9 f dw =9 + C
Volviendo a la variable original, se sustituye (w) en este resultado usando la funciéon

tangente

X X
tan w =§ - W= arctan§

Por lo tanto
f\/9 + x2dx = 9arctanw + C
o1
C)J-de

Primero identificamos que los elementos cuadraticos algebraicos son: x2y 1 =12,
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Utilizamos el siguiente tridngulo

X
/I 4
w
1

Determinamos las relaciones trigonométricas

x2—1
tanw=T—> x2—1=tanw

X
secw=I—>x=secw

x
secw = I—> dx = sec w tan wdw

Sustituyendo la integral original, por cada elemento trigonométrico calculado

[F e [

. - 2, o = 2
p se/(‘/d)tana)dw ftan w- dw f(sec w—1)dw

Integrando

f(seczw—l)dw=tanw—w+6

Volviendo a la variable original
x2 -1 5 X
tanw =——7—=1x —1 secw=7 - w=arcsecx

Por lo tanto

x2—1
j—dx =+x2—1—arcsecx+C

Resuelve las siguientes integrales por el método de sustitucidon trigonométrica y
comprueba si la solucién propuesta a la derecha de cada una es correcta.

Integrales Solucién

f—dx = X o (x)+c
JG& ot xz+4 8 g

j dx x "
—= —
(x2 + 2)% 2Vx?+2
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(5 - xz)% 5v5 — x?
ftzdt . - t) 4A =2
Vi-o ~2arccos(3) - =
f xdx 1
3~ 6=
(x% +8)2 x2 18
u? du u u
3= +arccos(—)+(f
(9 — u?)2 9—u 3
VxZ+4 -2
dx - In |———+C
xVx? + 4 o
fdiy: -7
yAyr =7 7y J
dm 1 , (m +C
m? + 25 5 arctan (3)

Integracién por partes

Las integrales que se resolveran por el método de integracién por partes son aquellas
que no se pueden integrar de manera inmediata, y generalmente su integrado esta
formado por dos funciones, donde una no es el diferencial de la otra.

Podemos tener integrados mezclados con funciones: algebraicas, trigonométricas
directas, inversas trigonométricas, logaritmicas o exponenciales. La férmula que se
utilizara en la integracién por partes se extrae de la regla del producto en la derivacidn:

D(u-v) =udv + vdu

f(u)dv = (uw)(v) — f(v)du

Integrando inicial Integrado secundario

La integracion por partes consiste en separar en dos partes el integrando inicial, como el
integrado estard compuesto, tendremos algunas alternativas para seleccionar la u de
cada integral por resolver.

Para definir correctamente la u en cada integrado debemos identificar de la integral la
funcién prioritaria, por lo que si se tiene:

64



Funcién Logaritmica [y = log(x), y = In(x)]

Funcion Inversa trigonométrica [y = arc sen(x), y = arc tan(x)]

Funcién Algebraica [y = vV3x — 7, y = (x3 — 5x)]

Funcién Trigonométrica directa [y = cos(V3x)],y = sec(5x)

Funcién Exponencial [y = e**, y = 125¢n®¥)]
Entonces cuando el integrado de una integral presente algin caso mostrado arriba se
deberd elegirse como la u de laintegral por partes. Y si tiene dos funciones se elige como
u la primera funcién de acuerdo con la relacién anterior.

En cualquiera de los casos anteriores, al desarrollarse la integral por este método, el
integrado secundario debera ser mas facil de resolver que el integrado inicial.

Al resolver una integral por partes debemos de considerar el siguiente procedimiento
sugerido:
1. Definir la u del integrado con la regla anterior. El resto del integrado sera dv.

2. Deducir el du, a partir de la u, (derivando) y la v, a partir del dv. (integrando)

3. Sustituir todos los elementos en la férmula:

f N = (u)(v) — f Gl

4. Integrar: [ (v) du.

5. Reducir y expresar tu respuesta.

Ejemplos:
Integra
a)fx-ex dx
Primeramente, identificamos que existen dos tipos de funciones, una es
algebraica (x) y la otra es exponencial (e¥).

Por medio de la relacion de funciones dada anteriormente se elige de acuerdo con el orden, la
algebraica, es decir u sera x

u=x dv=e"dx.

Derivamos u
u=x - du=dx,

Integramos dv
dv =e* dx —>v=fexdx=ex
Sustituyendo en la férmula: [ (w) dv = (w)(v) — [ (v) du.
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Se tendré:
f(x)ex dx = (x)(e*) — f(ex) dx

Observa que el integrado secundariof e* dx es mas facil de integrar que el
integrado inicial: [ e* x dx.

Por Ultimo, se integra y se reduce

f(e")dx=ex+C

f(x) eXdx =(x)(e*)—e*+C
Por lo tanto:

Jx-ex dx =xe*—e*+C=e*(x—-1)+C

b)]lnx dx.

Para integrar funciones con logaritmos es conveniente el método de integracién
por partes. Como se necesitan dos funciones, basta con agregar 1 para no alterar
la igualdad de la ecuacién.

f In(x)-1dx

De acuerdo con la regla anterior se elige Inx como u
u=Inx dv=1dx.
Derivamos u

1
u=Inlx) »du= ;dx
Integramos dv
dv = 1dx —>v=f1dx—>v=x
Sustituyendo en la formula: [ (w) dv = (w)(v) — [ (v) du.
Se tendré:

fln(x) 1ldx = In(x) -x—fx -%dx

Antes de integrar se puede simplificar por lo que

1 5%
fx-—dxzj—dx=1fdx=x+€
X X

Para obtener el resultado de la integral se reescriben los resultados de las
operaciones anteriores en una sola expresion:
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fln(x)ldx=ln(x) -x—fx -%dx=xln(x)—x+C

Por lo tanto:

Jlnx dx=x-lnx—x+C=x(Inx—-1)+C

0) f x? cos(x) dx.

Se comienza escribiendo los argumentos:

u=x? - du=2xdx

dv =cos(x)dx - v = j cos(x) dx = sen(x) + C
Después se sustituye en la férmula de integracidn por partes y se escribe fuera del
integrado el factor constante:

sz cos(x) dx = x% sen(x) — ] sen(x)2xdx = x? sen(x) — 2 f x sen(x)dx

Se observa que la integral resultante [ x sen(x)dx tiene un integrado compuesto
por una expresion algebraica y una trigonométrica, por lo que es necesario volver
a definir argumentos y utilizar otra vez el método de integracidn por partes:

Para
fxsen(x)dx
u=x -du=dx
dv =sen(x)dx - v = fsen(x) dx = —cos(x) + C
Se sustituye en la formula de integracion por partes:
x% sen(x) — 2 f x sen(x)dx = x? sen(x) — 2 [—x cos(x) — f —cos(x)dx]
Se eliminan los corchetes multiplicando por —2:
= x? sen(x) + 2x cos(x) — 2 f cos(x)dx
Por ultimo, se sustituye directamente el valor de la tercera integral calculada al
principio:
= x2 sen(x) + 2x cos(x) — 2sen(x) + C

Por lo tanto:

fxz cos(x) dx =x?sen x + 2xcos x — 2sen x + C

67




Resuelve las siguientes integrales por el método por partes y comprueba si la solucién
propuesta a la derecha de cada una es correcta.

Integrales Solucién
f x sen (x) dx = sen(x) —x cos(x) +C
26 26 x
f X sen (E) dx 4 sen (E) — 2x cos (E) +C
f x sec?(x) dx = x tan(x) + In[Cos(x)] + C
fxcos(Sx)dx= cos(5x)+xsen(5x)+C
25 5
froa- sl
~ In(4)  In?(4)
3 1
flen(x)dx= x—[ln(x)——]+C
3 3
f arc tan(x) dx = xarctan (x) —Iny1+x2+C
1
f arc cos (2x) dx = x arc cos(2x) — E\/ 1—-4x?2+C
t
f sec3(x) dx = M — In/sec (x) + sec(x) + C

f csc® (x) dx = C —% csc(x)cot(x) — Iny/esc(x) — cot(x)

Integracién por fracciones parciales simples

Al resolver integrados de fracciones propias, cuyo denominador es practicamente
imposible completar su diferencial, se recomienda el uso del método de integracién por
fracciones parciales simples, el cual consiste, en transformar la fraccién dada en dos o
mas fracciones parciales y simples, de acuerdo con el nimero de factores existentes en
el denominador, para poder integrar una por una de manera mas sencilla.

Si se tiene una fraccién propia de la forma: se podra transformar en dos fracciones

x24+3x+2
parciales simples, porque su denominador tiene dos factores:
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Por lo tanto, se tiene que hacer una transformacién algebraica antes de realizar la
integracion.
Realicemos el siguiente ejemplo previo a la integracion:

Transforma a fracciones simples la fraccion:
x—1
x?+3x+2

Primero factorizamos el denominador
B x—1
T (x+Dx+2)

Ahora escribimos cada factor en fracciones separadas con numeradores como
incégnitas por lo que usamos las letras Ay B

x—1 A N B
(x+Dx+2) x+1 x+2

Es decir que si sumamos: x"j + x% obtendremos como resultado la fraccién
original.

x—1 A B
TEENG - | R

Como es una identidad se puede quitar los denominadores por tal motivo
multiplicamos cada fraccion por los dos factores (x + 1)(x + 2)

x—1
(x+1)(x+2)(x+1)(x+2)=

(x+1)(x+2)+xi2(x+1)(x+2)

x+1

eliminando

(x + DT 2) (x;la_(% 5 /M_/l (A D +2) +72((x+ DEAF2)

Se obtiene:
x—1=Ax+2)+B(x+1)

Para encontrar el valor de B se elimina el factor (x — 2) por lo que se hace
x=—2

Sustituyendo
(-2) =1 =A(=2%2) +B(-2+1)
—3 = B(-1)
B =3
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Para encontrar el valor de A se elimina el factor (x + 1) por lo que se hace

x=-1
Sustituyendo
—1-1=4(-1+2) +B(—)/4)
—2=A4A(1)
A=-2
Por lo que
52— 1l =7 3

GrDGx+2) x+1 x+2

Esta propiedad la aplicaremos a integrales con fracciones propias, cuyos denominadores
son factorizables. Recuerda que segun el nimero de factores que encuentres seré el
mismo numero de fracciones parciales simples. Cuando los factores son lineales es muy
probable que se pueda usar la férmula de integracion:

dv
v
Ejemplos:
Integra:
(x+5)dx
x2+2x—-3

El diferencial requerido para resolver esta integral es: 2x + 2. No podemos contemplarlos
por los medios que conocemos hasta este momento, por lo que procederemos a
transformar la fraccién propia del integrado en dos fracciones parciales y simples:

x+5 x+5 e f B
x24+2x—3 (x+3)(x-1) x+3 x-1

Para calcular los valores de A y B, cancelaremos los factores localizados en los
denominadores de cada fraccién parcial simple.

x+5 ;. f
(x+3)(x—-1) x+3 x-1

->x+5=Ax—-1)+B(x+3)

Entonces la fraccidn propia serd equivalente a:

6 3
Six=1-145=401-1)+B(1+3) —>6=4B.°.B=Z=E
1
Six=-3 > -34+5=A(-3—-1)+B(-3+3) —>2=—4A.-.A=——=—§
1 3
x+5 -7 7

x2+2x—3=x+3+x 1

2(x3— 1)_2(x1+3)=;[xi1]_%[x13]

70




Por tanto, podremos integrar ast:

i [emmdle [B) -36s)
x2+2x—3 x2+2x -3 2x—1 T3/
3( dx 1( dx 3 1
f[Z x—1]d _f[Z x+3 2fx—1 fo+3=§ln(x—1)—§ln(x+3)+c
2 : (=
(7x + 29)dx
x?+8x+ 15

Se factoriza el denominador
7x + 29 - 7x + 29 7x + 29 p A B

2182+15 G+5@E+3)  @+5x+3) 45 x+3

Se resuelve la fraccidn,

7x+29  A(x+3)+B(x+5)
(x+5(x+3)  (x+5(x+3)

Para hallar los valores de Ay B se resolverd por medio de un sistema de ecuaciones
Luego, para que se cumpla la igualdad

7x +29 =A(x+3)+B(x+5)

Se agrupan y se factorizan los términos semejantes

7x +29=x(A+B) +3A + 5B

Resultando un sistema de ecuaciones

{A+B=7
34+ 5B =29

La solucion del sistemaes: A=3yB =4

Entonces:
(7x+29) [ 3 Al - 3 4 + Y dx=3infx + 5| + 4lnlx + 3]+ C
2+8x+15 0 )5 x+3) T x4 T i3 T s
Asi:
(7x +29)dx ; s
x2+8x+15_ln|(x+5) r )
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C)f (4x — 2)dx

x3 —x2—2x

Se factoriza el denominador
4x —2 e 4x —2 - 4x —2
x3—x2—-2x x(x2—-x-2) x(x—2)(x+1)

Se hace la equivalencia como sigue:
4x —2 A B C
=—+ -
x(x—2)(x+1) x x-2 x+1

Se resuelve la fraccion

4x —2 A —2)(x+ 1)+ Bx(x + 1) + Cx(x — 2)
x(x—2)(x+1) x(x —2)(x+ 1)

4x-2  A(x?—x—2)+B(x*+x)+ C(x? — 2x)
x(x=2)(x+1) x(x—2)(x+1)

Luego, para que se cumpla la igualdad

4x —2=A(x*—x—2)+B(x? + x) + C(x? — 2x)

Se agrupan y se factorizan los términos semejantes

4x —2=x*(A+B+C)+x(—A+ B —2C)—2A

Resultando un sistema de ecuaciones

A+B+C=0
—A+B—2C =4,
—24 =2
la solucién del sistemaes: A=1,B=1,C = -2
Entonces:
(4x — Z)dx dx dx
e f f f =nlx|+Inlx—-2|-2In|x+1|+C
bes — 57 +1

=hnlx|+Inlx =2 —-In(x+1?*+C

Se aplican las leyes de los logaritmos para simplificar la expresion:

N ) | N et . B
~ M+ )2 BETEEVE
Por consiguiente:
(4x —2)dx  |x* —2x|

+C

x3 —x2—2x n(x+1)2
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Ademas de los denominadores con factores lineales distintos, se puede presentar el caso
de que algunos se repitan. Si se tiene un factor de la forma (ax + b)", se desarrolla una

suma como sigue:
A B C Z

(ax + b)" * (ax + p)n1 g (ax + b)*2 P ax +b

En donde 4, B, Cy Z son constantes para determinar.

(3x? + 5x)dx
f (x—1D)(x + 1)?

3x?+5x A N B N C
x—Dx+1D?2 x—-1 (x+1)2 x+1

3x?+5x  A(x+1)’+B(x-1)+Clx-1D(x+1)
(x—1(x+1)2 (x—Dx+1)?

Luego, para que se cumpla la igualdad:

3x2+5x =x?(A+C)+x(2A+B)+A-B—C

Entonces se genera el sistema de ecuaciones:

A+C=3
2A+B =5,
A-B—-C=0

susoluciénes: 4A=2,B=1,C=1

Finalmente,

f(3x2+5x)dx _ZJ‘ dx +f dx +f dx — 2injx— 1] 1 t et il4C
(x—-Dkx+1)2 x—1 (x +1)2 x+1 o x+1

1
- 2
=In|(x — 1)(x + 1)?| +1+C

* —8)
)fy +2y

Cuando el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, se
efectda la division.

y*-8 N 4y? — 8
yit2y?r Y v3 + 2y2
Entonces
(y*—8)dy 4y® -8
7 el —24 2 -
y3 +2y? f YTy )Y

Se separan las integrales
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(4y* —8)dy y? (4y* — 8)dy

y°+ 2y y°+ 2y
La integral % se resuelve mediante fracciones parciales
(4y? —8)dy 4y? — 4y? — 8 _A+B+ C
3+ 2y 2('y+2) Y2 +2) y?y y+2
4y? -8 A +2)+By(y+2)+Cy* y*(B+C)+y(A+2B)+24
Y2or+2) yiy+2) y2(y +2)
De la igualdad se obtiene el sistema de ecuaciones:
B+C=4
A+2B =0,
2A = -8

La soluciéones:A=—-4,B=2yC =2

La integral se separa de la siguiente manera:

(4y* — 8)dy f dy 4
—_— =4 | =42 +2 | ——=—+42I 21 2 C
Y T 2y? + y+2 y+ nly| + 2Inly + 2| +

= ; -+ 2(In|y| +Inly+2))+C

4
= ;+ 2Inly? + 2yl +C
Se concluye que:

(y*—8)dy y? 4
= —2y+—+2nly*+2yl+C
fy 3+ 2y2 2 Y y nly® + 2]

Desarrolla la solucién a la derecha de cada integral; resuelve cada una por el método de
fracciones parciales simples.

Integral Solucién

xX+5 (x —3)3
— = " dx= In|[———|+C
fxz—Zx—3dx n[x+1 N

J dx - x—4
x2—6x+8 In x_2+C
f dx N ] [Bx—4]+c

3x2 —T7x+4 " x—1
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2x+1 .
f—dx= InY(x+5)°x—-2)5+C

x2—3x—10
fx2+4x—4d . ’ [x(x—Z)]_I_C
X3 —4x 7 "1Tx+2

Obtén las siguientes integrales usando la técnica de fracciones parciales

4x% —2x + 1
[z,

4x3 — x

(x% + 11x — 30)dx
x3 — 5x2 + 6x

(—9x — 9)dx
x(x2—-9)

(8 + 3x — x?)dx
f (2x +3)(x + 2)?

. ijZ — 5x + 4dx
(x—2)3

Integraciones trigonométricas

Tipo1l (J sen™x dx, Jcos"x dx)

(n impar)

En aquellas integrales cuya funcién seno o coseno se una potencia impar, se realiza la

separacidén en potencias pares y siempre sobra una lineal, la cual funcionard como

diferencial: el resto se transforma mediante las siguientes identidades trigonométricas:
sen?x = 1— cos x cos? x =1 — sen’x

a) f sen3 x dx

Se separa la potencia de la siguiente manera:

f sen3 x dx = f sen? sen x dx
Se sustituye sen? x = 1 — cos? x, de esta forma:

fsen3xdx=fsenzxsenxdx=f(1—coszx)senxdx=
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f(l —cos? x) senx dx = f sen xdx — f cos?x sen xdx

La primera integral se resuelve usando la férmula [ senx. La segunda integral se resuelve
aplicando la formula [ v™dv
Ast:

1
f(l —cos? x) senx dx = J sen xdx — f cos?x sen xdx = —cos x + §cos3 x+C

Por lo tanto:

3 1 3
sen xdx=§cos x—cosx+C

b) f sen® x dx

J‘sen5 xdx = fsen4 x sen x dx
= J(l — cos?x)%sen x dx
= f(l — 2 cos®x + cos* x) sen x dx
= f(l — 2cos? x + cos* x)(—sen x dx)

f(—senx + 2cos? x — cos* x)dx

2 3. 1 5
= —cosx + =cos’x —=cos’x +C
3 5
(npar)
Se aplica las siguientes identidades trigonométricas
) 1 — cos2x . 1+ cos2x
sen‘x = ———— costx = ————

c) f sen?x dx

f 2,4 _fl—costd _fld J‘cost_l 1 ax 4+ C
sen“ x dx = > = 2x > —2x 4senx

Por lo tanto:

f 2d—1 ! 2x +C
sen- x x—zx 48611 X
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d) f cos* x dx

1+ cos 2x\2
fcos4xdx=J(—2——) dx

1
= Zf(l + 2 cos 2x + cos?2x)dx

1 1 1
= Z_[ dx +ZJ(COS 2x)(2) dx +§f(1 + cos 4x)dx

3 1 1
—gfdx+zfc052x(2dx)+ﬁjcos4x(4dx)

1 1
= gx +Zsen 2x +§sen 4x+ C
Tipo 2 (J. sen™ x cos™ x dx)

(monimpar)

Si mon son enteros impares positivos y el otro exponente es cualquier nimero,
factorizando sen x o cos x y utilizamos la identidad sen?x + cos? x = 1 para el exponente
impar.

e) f sen® x cos™* x dx

f sen® x cos ™ x dx = f(sen2 x)(sen x)(cos™* x)dx = f(l —cos? x)(cos™ x)(sen x)dx

= — [(cos™ x — cos ™2 x)(—sen x dx)

_ [(cosx)™®  (cosx)™*
__[ -3 -1 ]+C

1
—3sec

3x —secx + C

(mynpares)
Se aplica las siguientes identidades trigonométricas

. 1 — cos2x ) 1+ cos2x
sen“x = — lEn cos“x = D

e) J. sen? x cos* x dx

B f (1 — cos Zx) <1 + cos 2x>2 f
B 2 2 ol
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1
=— | (1 + cos2x — cos?2x — cos32x)dx
8

1 1
- §f [1 + cos 2x — 5 (1 + cos4x) — (1 — sen?2x) cos Zx] dx

171

1
= — _—— 2
8] [2 2cos 4x + sen“2x cost] dx

—1U1d 1f 4(4d)+1f 29%(2 2d)]
—8 2 X 8 COS 4X X 2 Sencszx CoS 4Zx dx

1
L gl 3
8[2x sen4x+6sen 2x]+C

£ f cos3 x dx

sen* x

sen* x

J’ cos3 x dx J‘ cos? x cos x dx f (1 — sen? x) cos x dx

sen* x sen* x

Se realiza el cambio de variable, v = sen x y dv = cos x dx

f(l—vz)dv_fdv fdv_f A f 2y v vt 1 +1+C
vt ) v vz J v VET3 T T T T 33

Pero v = sen x, entonces
1 1

senx 3sen3x

1
+C=cscx—§csc3x+C

Finalmente
cos? x dx 1
J—4=cscx——csc x+C
sen* x 3
sen®yd
J' yay
Jcosy

J sen®y A fsen“ ysenydy ((sen®y)’senydy
Jcosy 4 Jcosy Jcosy
Se sustituye sen?y = 1 — cos?y en la integral:

(1 — cos? y)?seny dy

Jcosy

Se realiza el cambio de variable, v = cos y,dv = —sen y dy, —dv = sen y dy

j(l—v )Zdv f(l—Zv +v4)dv f—+2jv%dv—jv%dv

4 5 2
=—2\/;+§177—§177+C
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Al factorizar —2+/v de la expresién se obtiene:

2 1
= —2\/5(1 ——v? +—v4) + C, perov =cosy

5 9
Finalmente,
sen® y 2 1
f =-2 cosy(l——cos y+—cos4y)+C
Jcosy 5 9

Resuelve las siguientes integrales:

1. f sen3 4x cos 4x dx 6. f sen3 2x dx
2. f cos® 3x sen 3x dx 7. J sen* 5x dx
3. j cos® x sen® x dx 8.[ coszz dx
4, f sen? 2x cos?2x dx 9. | cos® x dx
5.fsen4 x cos? x dx 10'J‘cos3—xdx
sen? x

Integracién por cambio de variable

Si Vax + b aparece en la integral, la sustitucion u = YVax + b eliminaré el radical.

a
) fx —x
Seau = \/E entonces u? =x y 2udu = dx.Porlo que:
1
du = 21 -1/+C
x—\/_ uz_u f u(u — fu—lu g1l
Pero como u = +x sustituimos para regresar a la variable original

=2mllVx-1|+¢C

b) fxi/m dx

Seau = Vx —4,porloqueu3 =x —4 y 3u? du = dx.
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Entonces

fxi/x — 4dx = f(u3 + 4)u- (Bu?du) =3 J.(u6 + 4u®)du
=3 ol + ks
Pero como u = Yx — 4 sustituimos para regresar a la variable original

= ;(x — )3 +3(x -3+ C

) fxf/ (x + 1)2dx.
Seau = (x + 1)1/5, de modo que u® = x + 1 y 5u* du = dx.
Entonces
fx(x + 1)2/5 dx = j(us — Du? - 5u*du

5 5
_ 1 _ .6 _ 12 _2.7
S.f(u u®) du 7% U +C

1 "y . -
Pero comou = (x + 1) /5, sustituimos para regresar a la variable original

_5 12/ 5 7/
—12(x+1) 5 7(x+1) 54C

Resuelve las siguientes integrales:

1.fx\/x— 1dx 5.ft3\/t— 1dt
§ xdx . x2+3xd
e . x
V3x+2 1/x+4.
dt Vx
3. -
‘/'£+4 7. x+2dx

4. f x(2x + 5)2 dx 8. f x(1 — x)3 dx
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V. CALCULAS AREA BAJO

LA CURVA
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APRENDIZAJES ESPERADOS

e Calculael area debajo de curvas conocidas, como graficas de funciones
lineales, cuadraticas y cubicas entre dos limites de integracion.

e Reconoce el significado de la integral definida con el area bajo la curva.

e Visualizalarelacion entre area e integral definida.

En el bloque | trabajamos sobre como aproximar el drea de cualquier figura usando
rectangulos o trapecios ademas observamos que entre mas rectangulos usemos mas
exacta es el area aproximada al area real. Ademas, cerramos con la idea de que cuando
el nimero de rectdngulos tiende a infinito entonces tenemos un limite.

En este bloque retomaremos esa idea para tener un nuevo concepto de integral
conocida como integral definida.

Valorando lo que sabes

1. Observa la siguiente gréfica dada por la funcién y = x.
Completa la tabla con el drea bajo la recta que corresponda a cada intervalo dado

’ [Intervalo | Area |
¢ 0-1
: 0-2
: 0-3
: 0-4
: 0-5
‘ 0-6

i Cémo cambia el drea de un intervalo a otro?

4 P
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2. Completa la tabla con el 4rea bajo la recta que corresponda a cada intervalo dado.

0-1
0-2 2
0-3

0-17

0-x

i Cémo realizaste el calculo para el area del intervalo comprendido desde 0 hasta 17 y
de 0 hasta x?

4 )

\_ /

Integral definida

Si al aproximar un area a través de rectdngulos de tal manera que aumente cada vez el
nimero de estos, y sigan creciendo hasta que el nimero de rectangulos crezca
indefinidamente, al ocurrir esto el intervalo de cada rectdngulo tenderé a ser cero.

Ver figura

Entonces se tendré el limite de la suma de Riemann y quedaré expresada como:

i b
A= fim D s fo, = [ reods
k=1
Donde a y b son los limites de integracion (el intervalo)
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Teorema fundamental del Calculo

El Teorema Fundamental del Célculo dice que la derivada de la integral de una funcién
es la misma funcién. Es decir, si una funciéon f(x) es continua en el intervalo [a,b] y x es
cualquier punto dentro del intervalo, se puede definir F(x) como:

F(x) = f F(o)dt

entonces:

F'(x) = f(0)

Asi, la integral de f(x) puede verse como la antiderivada o primitiva de esa funcién. La
importancia de este Teorema, al que en ocasiones se denomina Primer Teorema
Fundamental del Célculo, reside en dos aspectos:

e Relaciona las dos principales nociones del célculo, derivacién e integracion,
demostrando que son procesos inversos. Esto significa que, si se integra una
funcion continua, al derivarla después se recupera la funcién original.

e Proporciona un método simple para resolver muchas de las integrales definidas.

De este Teorema se desprende el Segundo Teorema Fundamental del Célculo, conocido
también como la Regla de Barrow que permite calcular facilmente el valor de la integral
definida a partir de cualquiera de las primitiva de la funcidn. Esto es:

Dada una funcién f(x) continua en todo el intervalo a, b si F(x) es una funcion
primitiva de f(x), es decir:

F'(x)=f()

Entonces

b
f fG)dx = F(b) - F(a)

Este teorema nos da la posibilidad de calcular cualquier integral definida y por
consiguiente el drea bajo la curva de una funcién en un intervalo continuo.

Para tener una mejor comprension de estos teoremas te presento un enlace a un video
de Khan Academy.
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https://youtu.be/WRMuFO9VP7I

Aplicando el Segundo Teorema Fundamental del Célculo evalta las siguientes
integrales.

b
f fG)dx = F(b) — F(@)

3
a) f 2xdx
1

Primero encontramos la funcién primitiva F, es decir, integramos solo que no
escribimos la constante de integracion.

2
fodx = 27=x2

De acuerdo con el teorema ahora en la funciéon primitiva que se obtuvo se
sustituye el valor del limite superior (b) y después el limite inferior (a) y se restan
los valores obtenidos.

De la integral se obtuvo que F(x) = x?
Para estaintegral b=3 ya=1
F(3)=(3)*=9

Fl=1)?=1

F(3)— F1)=9-1=8

3
f 2xdx = 8
1

El proceso anterior se puede hacer con menos pasos como se verd en los siguientes
ejemplos.

4
b)fz(x3 —2)dx

Integramos y seguidamente evaluamos

4 x4 4 44 (_2)4
f_z(xS —2)dx = (T - 2x> iy = (Z— 2(4)) - ( ' 2(—2))

= (64—8)— (4+4) =56 —8 =48

4
f (x3 —2)dx = 48
2
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5
C)J (4x + 3)dx
1

Integramos y seguidamente evaluamos
5 4x2
f (4x + 3)dx = T+3x
1

=(50+15)— (2+3) = 65 —5 = 60

5

=(2(5)?%+3(5) — (2(1)* +3(1))

1

5
f (4x + 3)dx = 60
1

—( 1642 128) (3 142 1)
. 4 7

1
384y (3 3\ 468 33 1839
=(12+—)—<—+—)= _

7 28 28
Asi:

5
e)f (6 + e3*)dx
1

Separamos en dos integrales y una de ellas se resolvera con la férmula [ e¥dv

f:(s +e3)dx = (6x +%e3x) z - (6(5) + %elS) - (6(2) + %eﬁ)

1 1 1
=30 +§e15 —12 —§e6 =18 +§(e15 —e®)
Asi:
> 1
f (6 +e3)dx = 18 + § (e'® —e®) ~ 1089 555.98
1
1
2
f)f cos xdx
0

Se resolvera con la féormula [ cos v dv
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z 1 2 1 1 1 1
f cos Txdx = ——sen mx =—(sen —n—senOn)=—(1—O)=—
0 s o T 2 s s

Asi:
2 1
f costxdx = — =~ (0.3183
0 7T

En el ejemplo anterior es necesario que tu calculadora esté en modo radianes

T
2

g)J cos? x - senx dx =
0

Se integra con la férmula [ v"dv
Porloque:v=cosx y dv=—senxdx

Se integra y se sustituye
7 1 2 1 T 1 1
25 dx =—=cos3x| =—=(cos3 (=) —cos®(0))=—=(0—-1)==
focos x-senx dx 3cos x ) 3(005 (2) cos ()) 3( ) 3

En el ejemplo anterior es necesario que tu calculadora esté en modo radianes

J‘ x+1
h) x2+2x—3

Se integra con la férmula fg
Porloque:=x?2+2x—-3 y dv=2x+2)dx =2(x+ 1)dx
Asi:
6 x+1 1 6 1
f S5 = 5 na? + 20 =3l| =5 (nl6” +2(6) - 3] — In[3% +2(3) - 3])
3

x?+2x—-3 2 e

1
=3 (In45 — In12) =~ 0.6608

) v ) v ) S‘l 77y
0""0‘09” ,'\"‘0‘0,” AR Rl
<%0, Video <%y, Video ..o,'.’ Video
‘.‘3 /- KHAN E‘V:g KHAN “‘v KHAN
“e@Ws" ACADEMY “e@Ws" ACADEMY oW capemy
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https://youtu.be/Gu7V7xXEbQk
https://youtu.be/F7SX5qXP404
https://youtu.be/Hj8SVhZv0o4

3
1.f 7dx
Al

4
3. f S5xdx
0
4

4.f x3dx
2

8 2
5.] 2x3dx
1
1
6.] Vx dx
0
3
7.f (5x? — 4)dx
1
3
8.] (2x3 —4x + 1) dx
0
2
9.] (2x — 1)% dx
-2

6
10.f Vx + 3dx
1

educaplay

5 =
11.j dx
3 X

. fl dx
Joi2x+4

- fz xdx
"), 3x?2 -4

2
14.-[ x(3x% —7)dx

-2

5
15.f e?* dx
3
3
16.f 3% dx
1
T
17.f cos 5x dx
0

™ X
18.-[ sen de

T

N

4 ox
19.
fz eX+4

Zsz dx
) x2 41

Evalla las siguientes integrales
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https://es.khanacademy.org/math/eb-6-semestre-bachillerato-nme/x4cf03381641be9b4:integral-definida/x4cf03381641be9b4:integral-definida-de-funciones-comunes/e/evaluating-definite-integrals?modal=1
https://es.khanacademy.org/math/eb-6-semestre-bachillerato-nme/x4cf03381641be9b4:integral-definida/x4cf03381641be9b4:integral-definida-de-funciones-comunes/e/evaluating-definite-integrals-2?modal=1
https://es.educaplay.com/recursos-educativos/5305835-integral_definida.html

Area bajo la curva

La integral definida nos permite hallar el drea bajo la curva en un intervalo dado

b
[ feax =@ - F@

Con el teorema anterior se calcula la acumulacién para la funciéon dada en el intervalo a,
b, es decir, el drea bajo la curva entre los limites inferior y superior.

fx)=x+1

7ﬁ

F( + 1)dx = x2+ i 42+4 12+1 =12 3—21—105 2
A b | ) 2 e

Ahora calcularemos el area bajo la recta usando la férmula de un trapecio, para el
intervalo [1,4].

1

h
Calcularemos los valores de B, by h
h=4-1=3
Para hallar los valores de B y b sustituimos los limites superior e inferior respectivamente en la
funcion f(x) =x + 1
B=f(4)=4+1=5
b=f(1)=1+1=2

Se puede verificar en la gréfica estos valores

Sustituyendo los valores en la formula

A= B+ b h=i(G+2)3=221) =22 10542
> 7 ~2 = Ol e

Como se observa el resultado es el mismo y se puede verificar que cumple para cualquier
curva, por lo que podemos hacer uso de la integral definida para calcular el area.
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Evaluar integrales definidas mediante formulas de areas

En el bloque 1 se vio como calcular las dreas de figuras geométricas, en este momento
se vera cdmo obtener las integrales definidas dada la gréfica.

a) De acuerdo con la gréfica calcula las siguientes integrales definidas

-2
a) f_4 fx)dx

2
b) J._zf(x)dx

7
) L f(x)dx

Recordando que la integral definida nos da el area bajo la curva, calculamos el area de
cada figura geométrica (triangulo, semicircunferencia y trapecio) para tener la integral
definida.

a) Para el intervalo de -4 a -2 la figura es un tridngulo

b-h (2)(3)
A=—=—-—-=3
2 2
Pero como el tridngulo estd debajo del eje X el valor serd negativo.

Asi:
-2
f f(x)dx = -3
-4

b) Para el intervalo de -2 a 2 la figura es una semicircunferencia

m-r? mw(2)?

A== 2

21

Asi:
2
f f(x)dx =2m
-2
c) Para el intervalo de 2 a 7 la figura es un trapecio

L _BED)h_(5+3)3) _
R e

12
Asi:
7
f f(x)dx =12
2
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b) De acuerdo con la grafica calcula las siguientes integrales definidas

-5
a) f g(x)dx
-7

-2
b) -[—5 g(x)dx

2
) f_zg(x)dx

4
d)J2 g(x)dx

a) Para el intervalo de -7 a -5 la figura es un trapecio

_(B+b)h_ (4+2)(2) _
A== =6

Asi:

-5
f gx)dx =6
=7

b) Para el intervalo de -5 a -2 la figura es un rectdngulo

A=b-h=03)2)=6
Asi:

7
j gx)dx =6
-5

c) Para el intervalo de -2 a 2 la figura es un tridngulo

bh (®@)
A=—r=— =4

Pero como el tridngulo estd debajo del eje X el valor serd negativo.

Asi:
2

f_zg(x)dx =4

d) Para el intervalo de -2 a 2 la figura es una semicircunferencia

m-r?  w(1)?

A== 2

T
2
Asi:

4
f g(x)dx = 2m
2

91




v

’°QQ‘Q AL

<0 V(deo

S/ KHAN

- ACADEMY

1. De acuerdo con la gréfica calcula las siguientes integrales definidas

y

-2
a) f_3 flx)dx

1
b) f FG)dx
-2

-15
a) f h(x)dx
-4

0
b) f_lh(x)dx

2
) f h(x)dx
0

4
d) fz h(x)dx

Calculo de area bajo la curva

Vamos a aplicar la integral definida para calcular el drea bajo la curva de cualquier funcién
integrable en el intervalo [a, b].Sin embargo es importante tomar en cuenta las siguientes
consideraciones para que el area sea positiva.

Consideraciones:
e En un intervalo donde la grafica estd debajo del eje X entonces el valor de la
integral serad negativo.
e Sien el intervalo de manera parcial la grafica estd debajo del eje X, se tendran
que resolver dos integrales, en donde el valor donde corta al Eje X serd el limite
superior de la primera integral y el limite inferior de la segunda derivada.
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https://youtu.be/D-G0Cf0gkVQ

Se ejemplifica el segundo punto para una mejor comprension.

Determine el drea bajo la curva de
10
f (x — 6)dx
3

Como se observa en el intervalo [3,10] una parte de la gréfica esta debajo del eje
X por lo tanto se tendran dos integrales, la primera en el intervalo de [3,6] con
signo negativo y la segunda integral en el intervalo [6,10] con signo positivo.

f)

1 2 4 56 7 8 9 10 1 12

Por lo que
10

10 6
f (x—6)dx = —f (x—6)dx + (x —6)dx
3 3

6

Ahora calculemos el &rea bajo la curva
a) Obtén el érea limitada porlarecta y =—-2x+3 desde x=-2 hasta x=1

Primero graficamos la recta limitadas porx = -2 yx =1
Y

1
Area =f f(x)dx
—7

1 1
Area = f (—2x + 3)dx = (—x? + 3x)
-2

-2
Area = [-(1)? + 3(1)] = [-(=2)? + 3(=2)]
=2—(-10) = 12u?

A= 12u?

Al tratarse de un &rea se usa u? que indica unidades cuadradas (como cm?,m?, etc.)
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b) Encuentra el &rea comprendida entre lacurva y =2x —x? y elejeX

Se buscan los puntos de interseccion de la curva con el eje X,
2x —x% =0, factorizando x(2—x) =0
donde x=0, x=2

1.2

1
0.8
06
04
0.2

1 050] 05 1 15 Xz.s 3
-0.

] e x3
Area = f (2x — x?)dx = (xz - —>
0

2

3/ o
Area = [(2)2 - g] - [(0)2 —g] =4 —g
A= guz
c) Encuentra el érea acotada pory = %2 —4,elejex, x=—2yx=3.
Primero graficamos la pardbola limitadas porx = -2 yx = 3
/
5 1 2 4 5

Como la curva esté debajo del eje X para el intervalo se escribe el signo menos
antes de la integral.

3 x2 ) xZ
A=—f_2<?—4>dx=f_2(—?+4>dx

Era] =(-Zri)-(C-8) = n teame
B R AN 9~ °)T g T

94




d) Encuentra el érea comprendidaentrey = x* —2x3 + 2, el eje Xyentrex = —1yx = 2.

2 x5 x4 2
A=f (x*—2x3+2)dx = |———+ 2x
o 5 2 o

_(32 16+4> (1 1 2)_51_
“\5 2 5 2 10

Y

<
Il
[
1
1
I
1
1
1
|
|
1
1
1
1
[ e ot N P N i O N

. *x .
Areazj dx =[x+ In(x — 1)]
2 x—1 2

=[4+mn@G-1D]—-[2+mn@2-1)]
=2+1In3) =
A = 3.098u?

f) Encuentra el area limitada por el eje X, la funcién f(x) = cosxylasrectasx =0yx ==

Se traza la gréfica de la funcién f(x) = cosx
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~

/- R
X
0 Evmz
2 —_—

N

N

Parte del area sombreada queda por debajo del eje X, asi que se multiplica por -1

T

-5 Vi
. 2
AreaT=A1—A2=j cosxdx—f cosx dx
s
0 2
L
2 B T T
=senx| —senx =[sen——sen0]—[senn—sen —]
) n 2 2

2

=1-0-(0-(-D)=1+1=2u?

Area entre dos funciones
Cuando se busca el érea limitada entre dos funciones se puede presentar dos situaciones

i Que una curva esté en todo momento sobre la otra, en este caso se integraré
con respecto a la variable x.

ii. Qué una curva no esté en todo momento sobre la otra curva, pero si estara en
todo momento a la derecha de la otra curva, en este caso conviene mas
integrar con respecto a la variable y, por tanto, la ecuaciéon debe de quedar en
funcién dey.

Realicemos los siguientes ejemplos donde se presentan los dos casos.

a) Determina el area limitada entre lascurvasy =x3+1y x—y+1=10

Primero trazamos la gréafica de ambas funciones

2

B R

1.6

: /7 -
0.6

/ x e
.

—16 14 1241 08 06 04 02 02 04 06 08 12 14 18
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Podemos observar que para el intervalo [—1,0] la curva (y;) esté arriba y la recta (y;)
abajo y para el intervalo [0,1] la recta estd arriba y la curva abajo. Y también para el
intervalo [—1,0] la curva (y,) esté a la izquierda y la recta (y,) esté a la derecha y para el
intervalo [0, 1] la recta estd a la izquierda y la curva a la derecha.

Ante esta situacion se puede aplicar cualquiera de los dos casos.

Aqui se resolvera con base a la variable x, es decir, usando rectadngulos verticales con
base dx. Esto implica que la altura del rectangulo es y

Ahora se buscan los puntos de interseccion de ambas curvas igualando las funciones:

x3+1=x+1
x3—x=0
x(x2—-1)=0

x(x—1Dx+1)=0
Se iguala a cero cada factor y se despeja

x=0,x=1yx=-1
Se realizardn dos integrales una para cada intervalo
0 1
Area = f (y1 —y2)dx +f (y, —y1)dx siendo y; =x3+1yy, =x+1
-1 0

1

0
=f [(x3+1)—(x+1)]dx+f [(c+1) — (3 + 1)]dx
-1 0

0 1
=f (x3 —x)dx+J (x — x3)dx
-1 0

Pero

0 1 1
3 _ d — 3 _ d — ol 3d
f_l(x x)dx fo(x x)dx fo(x x*)dx

entonces

0 1 1
Area = f (x —x¥)dx + f (x —x3)dx = 2] (x —x3)dx
1 0 0

x2  x*
=2[7_TL
o @
B [T_T

24321
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Por lo tanto, el area comprendida entre las curvas es
1
A==-u?
2
b) Obtén el &rea limitada por las curvas y? = 4x,4x +y— 6 =0

Trazamos la gréfica de ambas funciones

En este caso conviene mas trazar rectdngulos horizontales e integrar en funcién de y,
porque en todo momento la recta estéd a la derecha de la pardbola, es decir, se eligen
rectangulos horizontales de base dy, por lo que la altura del rectangulo sera x.

Se buscan las intersecciones de las curvas igualando los despejes en x,

y? 6-y
4 4
y2+y—-6=0

+3)(y-2)=0
Se iguala a cero cada factor y se despeja
y = -3; y = 2

2 2

Area = f [x; — x,]dx siendo x; = —— y x, = .
-3

4 4
2 6_y y2
=| [—==-=|d
[(-%)»
1 2
=Zf (6 —y —y*)dy
-3

1 y2 3’
‘Z[6y_7_?_3
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1 @?_ @7 (<32 (=3
=Z[<6(2)"T"T)"(6("3)" 2 3 )]

—1[12 2 8+18+9 ey
T4 3 2 3
_1<125)
"4\ 6

125
)

6u

Finalmente, tenemos que el drea comprendida por las curvas es

A_125

2

c) Encuentra el area limitada por las curvas x* + y2 —2x =24 =0yy? —8x+ 16 =0

Trazamos la gréfica de ambas funciones
6 | ]

1

En este caso nuevamente conviene trazar rectangulos horizontales e integrar en funcién
de y, porque en todo momento la circunferencia esta a la derecha de la pardbola, es
decir, se eligen rectdngulos horizontales de base dy, por lo que la altura del rectangulo
sera x.

Se resuelve el sistema de ecuaciones entre las dos curvas para obtener los puntos de
interseccion

x2+y2—-2x—-24=0

{ y2—8x+16=0

Al multiplicar por —1 la segunda ecuacidn y sumar con la primera, se obtiene,

x2+6x—40=0 > (x+10)(x —4)=0 »> x=-10; x =4

Se sustituye el valor de x = 4 en la ecuacion de la pardbola,

y2—8(4)+16 =0
y2—-16=0
y =14
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Por consiguiente, los puntos de interseccién son los puntos (4,4) y (4,—4) y el area
determinada por:

4
Area = f (xp — x1)dx
—4

Se despeja x en ambas ecuaciones:
x24+y2—-2x—24=0
x2—2x+1=24—-y?+1
(x—1)2=25-y?
i—1=JE=y?

25—y2+1

Al final se sustituyen en la formula del érea:

(S (5 o

y y ¥ |
[ v 25 — y? +—arcsen§—ﬁ— ]
-4

4 25 4 43 -4 25 —4 —4)3
= [EJZS — 42 +7arc sen (E) —ﬁ—él-] - [7,/25(—4)2 +7arc sen( z ) ( ) - (- 4)]

=[6+11.59 — 2.66 — 4] — [-6 — 11.59 + 2.66 + 4] = 21.86u?

v
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a) Determina las areas comprendidas entre las curvas y las rectas dadas.

D) fx)=2x+2,x=1x=4

2) fx) =x3,x=0,x=14
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https://www.geogebra.org/m/qjUZZJZr
https://youtu.be/TbXk9tW1SWo
https://youtu.be/rXXh5cNX2mg
https://youtu.be/_q8LDkfsS4A

3) fx)=x3,x=1,x=14

4) f()=4-x%x=-2x=2

5) f(x) =Va+3x=-3x=1

6) f(x)=senx,x=0,x=g

7 f) =x2—2x+1Lx=-1x=3

8)y=vVx,x=1x=4

9)y=x+1,x=0,x=3

1
10) y=e?*,x =0,x = >
b) Evalda una integral (o integrales) para el area de la region sombreada que se indica.

1.

””” x4
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‘ 0.6
y= Jﬁ —x
0.4
u.z
12 1 -08 -06 -04 -02 O 0.2 0.8
-0.2
—0.4
-0.6
|
= sen(x
1
uv.o
1 05 4 05 15 2 35
05
=1
15

Intervalo [0, %]
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y=2—x4
3
2
— 52

y=x 1

-3 -2 -1 0 1 2 3

7.
L
y=6-—x*
4
3
2
y=x

1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 & 7
-1
-2
=3

Interpretacién del area (acumulacién)

Los problemas de acumulacion (o de cambio) son problemas verbales donde la razén de
cambio de una cantidad estd dada y se nos pide calcular el valor de la cantidad
acumulada a lo largo del tiempo. Estos problemas se resuelven por medio de integrales
definidas.

Digamos que un tanque se llena de agua a una razén constante (gasto) de 5 I/min (litros
por minuto) durante 6 min.Podemos encontrar el volumen de agua en litros () al
multiplicar el tiempo y la razén:
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https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-applications-of-integration-new/ab-8-4/e/area-between-a-curve-and-an-axis
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-applications-of-integration-new/ab-8-4/e/find-the-area-between-two-curves
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-applications-of-integration-new/ab-8-4/e/area-between-two-curves-given-end-points

Volumen = tiempo X razoéon

. l
=6min-5—
min

= 30 2t

=301

Ahora considera este caso graficamente. La razén puede representarse por la funcién

constante r{(t) = 5:

6

r

razoén (litros/min)

2 3 4 5 6 7 8 9

tiempo (min)

10

Cada unidad horizontal en esta gréfica se mide en minutos y cada unidad vertical se mide
en litros por minuto, por lo que el drea de cada unidad cuadrada se mide en litros:

min: —— = 1
N—— w bl
base Sing area
altura .
(L/min) area(litros)
base (min)

Mas auln, el érea del rectangulo acotado por la gréfica de r; y el eje horizontal entre t = 0
y t = 6 nos da el volumen del agua después de 6 minutos:

razén (litros/min)

7

]

5

tiempo (min)
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Ahora se tiene otro tanque que se llena, pero esta vez la razén no es constante:

r,(t) = 6sin(0.3t)

Razén (I/min)

L]

tiempo (min)

i Cémo podemos determinar el volumen de agua en este tanque después de 6 minutos?
Para lograrlo, podemos usar la integral definida.

6
f L
0

Esto significa que el volumen exacto de agua después de 6 minutos es igual al érea
encerrada por la gréfica de r, y en el eje horizontal entre t =0y t = 6.

Razén (1/min)

T2

1 Volumen (1)

1 2 3 4 5 L] 7 ! 9 .
A Tiempo (min)

Asi el célculo integral nos permite encontrar el volumen total después de éminutos.

6 6
f ry(t) dt = f 6sin(0.3t) dt
0 0

6 6
=~03 (cos(0.3t))

0

= — 55 [cos(1.8) — cos(0)]

2451

Por lo tanto

6
f ry(t) dt = 24.5 litros
0
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En el ejemplo de vimos, teniamos una funcién que describe una razén. En nuestro caso,
era la razén de volumen entre tiempo. La integral definida de esa funcién nos dio la
acumulacién de volumen - aquella cantidad cuya razén fue dada.

Otra caracteristica importante aqui fue el intervalo de tiempo de la integral definida, en
nuestro caso, el intervalo de tiempo fue el comienzo (t = 0) y 6 minutos después de este
t = 6, por lo que la integral definida nos dio el cambio neto en la cantidad de agua en el
tanqueentret =0yt = 6.

Estas son dos formas comunes de pensar sobre las integrales definidas: describen la
acumulacién de una cantidad, por lo que la integral definida completa nos da el cambio
neto en esa cantidad.

Usando el ejemplo anterior, observa cdmo no se nos dijo si habia algo de agua en el
tanque antes de t = 0. Si el taque estuviera vacio, entonces

6
J r,(t) dt =~ 24.51
0

Es realmente la cantidad de agua en el tanque después de 6 minutos, pero su el tanque
ya contenia, digamos, 8 litros de agua, entonces el volumen real del agua en el tanque
después de 6 minutos es:

Cambio en el volumendet =0at =6

6
8 + f 1y (t) dt
0

—

Volumenent =0

Que es aproximadamente 8 + 24.5 = 31.5[.

Recuerda. la integral definida siempre nos da el cambio neto en una cantidad, no el valor
real de esa cantidad. Para encontrar el valor real, necesitamos sumar una condicion inicial
a la integral definida.

La integral definida puede usarse para expresar informacién sobre la acumulacién y el
cambio neto en contextos aplicados. Analiza los siguientes ejemplos.

03t grados Celsius por

a) La temperatura de una sopa crece a una razén de r(t) = 30e”
minuto (donde t es el tiempo en minutos). En el tiempo t = 0, la temperatura de la sopa

es de 23 grados Celsius.

i) Encontrar la cantidad por la cual la temperatura aumenté entre t = 0 y t = 5 minutos.
ii) ¢ Cudl es la temperatura de la sopa a los t = 5 minutos?
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Este es un problema verbal de acumulacion (o cambio neto). Podemos decir que lo es
porque se nos da una funcién que modela la razén de cambio de una cantidad y que se
nos pregunta sobre el cambio en esa cantidad en un intervalo de tiempo.

b
Para cualquier cantidad cuya razén esta dada por la funcién r, la integral definida f r(t)dt

describe la cantidad por la cual esta cambié entret =a yt = b. .

i) Asi, nuestro caso, la cantidad por la cual la temperatura crecié entre t = 0y t = 5 minutos esta dada
por:

5 5
f r(t) dt = f 30e7%3t dt
0 0

0.3

= —100[e"1% —e%] = 77.7

Por lo tanto, la temperatura crecié entre t=0 y t=5 minutos

77.7 grados Celcius

ii) Ahora calcularemos la temperatura de la sopa a los t = 5 minutos
Recuerda que se nos dijo que la temperatura de la sopa al tiempo t = 0 era de 23 grados
Celsius. Si sumamos esta cantidad al cambio en la temperatura entre t =0y t =5,
obtenemos la temperaturaen t = 5:

Cambio en la temperaturaentre t =0y t =5

——

5
23 + f r(t) dt
0

S

Temperaturaent =0

b

como ya calculamos, f r(6)dt podemos decir que a los t = 5 minutos, la temperatura
a

fue de:

23+77.7=100.7 grados Celsius. Entonces la sopa esté jhirviendo!

b) Un automovil desacelera a una razén de 2t 4+ 50 centimetros por segundo (donde t es
el tiempo en segundos).

Entret =2yt =10 ;ja cudntos centimetros por segundo desacelera el auto?

Calcularemos la integral definida con limites 5y 15 para determinar la desaceleracién en

ese intervalo de tiempo.
10 10

(2t +50)dt = (t2+50t) | = (102 +50(10)) — (2% + 50(2)) = 600 — 104 = 496
2 2

Desacelera a razdon de 496 cm/s
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1. El nimero total de fotos que Marco Juérez sube a un sitio web crece a una razén
de r(t) = 10 — t fotos por semana (donde t es el tiempo en semanas). Al tiempo t = 2
semanas, Marco ha subido 20 fotos. ;Cuéntas fotos subié Marco entre las
semanas 2y 6?

2. La profundidad del agua en el bebedero para péjaros en un parque cambia a una
razén de r(t) = 0.25t — 0 milimetros por hora (dondetes el tiempo en horas). Al
tiempo t=0, la profundidad del agua es de 30 milimetros. ; Cuél es la profundidad del
agua a las t=2 horas?

3. La poblacién de un pueblo crece a una razén de r(t) = t? + 4t, personas por afio
(dondetes el tiempo en afnos). Al tiempot=2 la poblacién del pueblo es
de 2500 personas. ;jPor cuanto crecio la poblacién entre los afios 2y 10?7 jcudl es la
poblacién alos 10 afos?

4. La columna de aire bajo un puente (la distancia del punto mas bajo del puente a la
superficie del agua) cambia a una razén de r(t) = 0.6 sen (%t) metros por hora

(donde t es el tiempo en horas). Al tiempo t=12 la columna de aire mide 62 metros.
¢ Cuéanto mide la columna a las t=15 horas?
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https://youtu.be/Wl6yBw-JF9c
https://youtu.be/2A5X1AxZ15I
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-integration-new/ab-6-1/e/area-under-a-rate-function-equals-net-change?modal=1
https://youtu.be/Sx0Kc0R85Q8
https://es.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/ab-applications-of-integration-new/ab-8-3/e/net-change-algebraic

