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PRESENTACION

Querido alumno:

En la familia CECYyTEC tenemos un gran
compromiso, la enorme tarea de que
ustedes, nuestros alumnos, logren sus metas
y sus objetivos. Con estos libros de trabajo
estamos dandoles las herramientas que les
permitan desarrollar sus conocimientos y
habilidades para tener un buen desempeiio
académico.

Dedicate tiempo de manera inteligente para
desarrollar tus habilidades y destrezas. Ten
muy claras tus metas. Recuerda que solo con
educaciéon podemos construir un futuro
prometedor, un mejor pais, un mejor estado,
un mejor municipio y una mejor familia.

Aprende a sofiar. Lucha por tus suefios. Te
auguro que seras siempre un triunfador.

iEstds a muy poco de lograr el éxito!
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I Segundo

Parcial

Eje: Pensamiento y lenguaje variacional.

Componentes: Cambio y prediccion: elementos del calculo.

Contenido central: Uso de las derivadas en diversas situaciones contextuales.
Tratamiento intuitivo: numérico, visual y algebraico de los limites. Tratamiento del cambio
y la relacién: estrategias variacionales.

Contenidos especificos:

e ¢ Qué tipo de procesos se precisan para tratar con el cambio y la optimizacion,
sus propiedades, sus relaciones y sus representaciones?

e ¢Por qué las medidas del cambio resultan Gtiles para el tratamiento de
diferentes situaciones contextuales?

e Construyendo modelos predictivos de fendmenos de cambio contintio y cambio
discreto.

e Calcular derivadas de funciones mediante técnicas diversas.

Aprendizajes esperados:
AEL1.- Encuentra en forma aproximada los maximos y minimos de una funcion.

AE2.- Determina algebraica y visualmente las asintotas de algunas funciones racionales
basicas.

AES3.- Utiliza procesos para la derivacion y representan a los objetos derivada y derivada
sucesiva como medios adecuados para la prediccion local.
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Los siguientes son los cuatro problemas cardinales que impulsaron el desarrollo del
calculo a lo largo del tiempo:

1. El problema del area bajo la curva.

2. El problema de determinar la recta tangente a una curva en un punto dado.

3. El problema de establecer la velocidad instantanea de un objeto en movimiento.
Por ejemplo, si dejamos caer una pelota desde lo alto de una torre, a 200 metros
sobre el suelo, ¢como se puede determinar su velocidad a los tres segundos?

4. El problema de los maximos y los minimos. En general, en todos los campos de la
actividad humana siempre se busca la optimizacién de los recursos. Por ejemplo,
las empresas buscan minimizar los costos de produccion y maximizar las
ganancias; en fisica, al lanzar un objeto verticalmente hacia arriba con una
velocidad dada se desea conocer el tiempo que tarda en alcanzar su altura
maxima; en el campo de disefio industrial para optimizar dimensiones, como
cuando se desea obtener el tamafio 6ptimo de un refrigerador al que se le debe
reducir el volumen exterior para maximizar su espacio interior o también al
proyectar un envase se busca que sus dimensiones sean las que minimicen la
cantidad de material empleado en su fabricacion.

Newton desarrollé primero el calculo diferencial y posteriormente el integral. El calculo
diferencial se refiere a las propiedades y aplicaciones de la derivada de una funcion. El
proceso de hallar esa derivada se llama derivacion o diferenciacion, y consiste en hallar
la pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién en un punto determinado.

s

f(a+h)s

f{a+h)-f(a)
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1. Transforma una expresion con exponentes Negativos en una expresion
equivalente con exponentes positivos (ley del exponente negativo):

Actividad diagndstica

a)x™*= c)x 1=

b) x™% = d) ;x—S =

2. Escribe en forma de potencia los siguientes radicales (ley de radicales):

a) Vx = c) Vx =

b) Vx5 = d) Va3 =

3. Escribe como radical las potencias siguientes (ley de exponente
fraccionario):

a) x1/3 = c) x%/3 =

b) x*/5 = dyx~ 2% =

4. Factoriza las expresiones algebraicas:

a)x?—2x—8= C) 4x%? —10x =

b) x? — 16 = d)x? —-7x+12 =

Autoevaluate; para ello, escribe una (v') en la celda que consideres que refleja mejor los
conocimientos previos que posees.

Nivel

Indicador de desempefio Excelente Bueno Elemental | Insuficiente

Utilizo la ley del exponente negativo.

Utilizo la ley de radicales.

Utilizo la ley de exponentes fraccionarios.

Factorizo expresiones algebraicas.
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Desarrollo

1. Maximos y minimos de una funcion

Los maximos y minimos en una funcién f(x) son los valores mas grandes (maximos)
0 mas pequefios (minimos) que toma la funcién, ya sea en una region (extremos relativos)
0 en todo su dominio (extremos absolutos).

YA

Maximo

MAXIMO ABSOLUTO

(6,7) Maximo relativo
(13,6)

El maximo relativo de una "
funcion f(x) es un punto de la Maximo relativo,
funciéon donde ésta cambia de L3
creciente a decreciente, es decir,
aquellos puntos altos de la gréfica.

El médximo absoluto de la
funcion f(x) es el valor mas
grande en todo el dominio.

5 6 7 8 9 101112 13 14

El minimo relativo de una
funcion f(x) es un punto de la
funciéon donde ésta cambia de
decreciente a creciente, es decir,

(10,2) | aquellos puntos bajos de la
Minimo relativo

gréfica.
5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
b | | | . . ElI' minimo absoluto de la
34 1 1(3,:2)] . funcion f(x) es el valor méas

NINMO ABSGLUFO | | pequefo en todo el dominio.
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Ejemplo. Un estudiante tiene laminas rectangulares de 10 x 6 cm y requiere construir
cajas cortando de las esquinas cuadradas de arista x. ¢ Cual es el volumen maximo que
pueden contener las cajas?

Solucion
e Se realiza un bosquejo de la lamina para marcar los cuadrados que se recortaran.

6cm x[ l; >
oo 2%

- [
L

A J

10cm

e Se representa la funcién como el producto de la longitud de sus lados.

Se recortan dos x de cada lado:
Largo de la caja =10 — 2x
Ancho de la caja =6 — 2x
e De ahi que, la funcién para calcular el volumen es:
V = (largo)(ancho)(alto)

V=(10 - 2x)(6 — 2x)(x)

V =(60—20x —12x + 4x?)(x)
V = (60— 32x + 4x?)(x)

V = 60x — 32x% + 4x3

e La funcién obtenida es:

Maximeo de la funcién N f(x) = 4x3 — 32x2 + 60x
(1.23,32.66) N,

po {\ e Para conocer el volumen maximo se grafica la

funcion y se observa el comportamiento, para

identificar la curva mas alta y las coordenadas del

i punto maximo.

o e El valor de f(x) en el punto maximo es el

volumen maximo de la caja. En este caso se aprecia

en la gréfica que la funcion alcanza su maximo en las

coordenadas (1.23, 32.66).

—20 -10 o] 10

e La capacidad méaxima de las cajas que
- U construira el estudiante es de 32.66 cm?3 y la altura
esde 1.23 cm.

T
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Actividades de aprendizaje /

l. Considera la gréficay relaciona ambas columnas.

A(-2, 6) () Minimo absoluto
B(4, -3) () Maximo absoluto
C(6,4) () Minimo relativo

( ) Mé&ximo relativo

Il. Analiza la informacioén, traza la grafica y resuelve las preguntas.

El precio en ddlares de las acciones de una empresa durante un ano esta determinado
por la funcién
1
f(x) = Z(x2 —8x + 32)

donde f(x) es igual al costo de la accion y x corresponde al mes del afo.

1. ¢En qué mes fue el precio mas bajo?

2. ¢ Cual fue el precio menor que se pago por una accion?
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2. Asintotas

Una asintota es una recta que se aproxima muy cerca de una curva, pero nunca la toca.
El tipo de asintota depende de la recta.

En la gréfica se observa una asintota vertical (en

verde) y una horizontal (en rosa) que corresponden a
. . 2x—-1
la ecuacion f(x) = .

x—3

2.1 Asintotas horizontales

Son rectas horizontales asociadas a la funcion. Se encuentran presentes Gnicamente en
funciones racionales de la forma:
o0 = 48 = e
P p—1X + +b1x+b0

Donde:
v nes el grado de g(x)
v' peselgrado de h(x)

Dependiendo de la relacion entre los grados de los dos polinomios, se tienen tres casos:
Caso 1. El grado del polinomio g(x) es menor que el de h(x).

Sin < p, se tiene una asintota horizontaleny = 0

3x+1

Ejemplo. Hallar la asintota horizontal de la funcién: f(x) = =

Solucion. n =1, p = 2, entonces n < p, hay una asintota horizontalen y = 0

Como el grado del polinomio del numerador (n = 1) es menor que el del denominador
(p = 2), el valor de la asintota horizontal es y = 0.
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Caso 2. El polinomio g(x) y h(x) tienen el mismo grado.

Si n = p, la asintota horizontal es la recta dada por el cociente de los coeficientes de
grado mayor.

an

Yy =1

bp
. , . ., 6x+3
Ejemplo. Hallar la asintota horizontal de la funcién: f(x) = =

Solucion. Como el grado del polinomio del numerador (n = 1) es igual que el del
denominador (p = 1), se dividen los coeficientes de los términos de mayor exponente.

Y=p,"27°

Asi, el valor de la asintota horizontal es y = 3.

Caso 3. El grado del polinomio g(x) es mayor que el de h(x).

Sin > p, NO hay asintota horizontal.

x2-1
2x—4

Ejemplo. Hallar la asintota horizontal de la funcion: f(x) =

Solucién. Como el grado del polinomio del numerador es mayor que el del denominador,
NO existen asintotas horizontales.

2.2 Asintotas verticales

Son rectas verticales asociadas a la funcion. Se encuentran presentes Unicamente en
funciones racionales de la forma:

Y se determinan encontrando las raices del denominador h(x) correspondiente. Pasos a
sequir:

1. Factorizar el numerador y el denominador.

2. Si es posible, simplificar la expresion resultante; en caso de que se pueda
simplificar el factor simplificado, esto representa un “salto” en la grafica de la
funcion.

3. Igualar cada uno de los factores del denominador a 0 y despejar el valor de x.
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Ejemplo. Hallar las asintotas verticales de la funcién

2
f(x)=x2_x_12

Solucion. El polinomio del denominador es de grado dos: x> — x — 12 que tiene dos
raices.

1. Se factoriza el denominador: x> —x — 6 = (x — 4)(x + 3)
2. No es posible simplificar.
3. lgualar cada uno de los factores del denominador a O y despejar el valor de x.

x—4=0 x+3=0
x=4 x=-3
Las asintotas verticales se ubican en:

x=-3

Ejemplos de asintotas horizontales y verticales

Ejemplo 1. Determina las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de la

funcion: f(x) = x23_4

Solucién
e Para obtener la asintota horizontal se analizan los grados de las funciones que

componen la funcién racional:

n=0yp=2
Como n < p, se trata del caso 1, hay una asintota horizontaleny =0

e Para obtener la asintota vertical se factoriza el denominador, se igualan a cero
los factores y se despeja x:

x2—4=(x-2)(x+2)
x—2=0 x+2=0

x=2 xX=-2
En este ejemplo el denominador se puede igualar a cero y despejar “X™:
x2—4=0
x2=9
V2 =4
x =42
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e Hay una asintota vertical en x = —2 y otraen x = 2
e Se grafican las asintotas. ’

e Se observa que en la funcion
hay una asintota horizontal
en y = 0 y dos asintotas
verticalesenx = -2y x = 2.

Ejemplo 2. Determina las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de la
x2-4
x2+x—6

funcion: f(x) =

Solucién
e Para obtener la asintota horizontal se analizan los grados de las funciones que
componen la funcion racional:

n=2yp=2
Como n=p, se trata del caso 2, hay wuna asintota horizontal en
_an_l —1
Y= T 1 Y=

p

Para obtener la asintota vertical se factorizan el numerador y el denominador:
x> —4 (x—2)(x +2)
X) = =
f) x2+x—-6 (x—2)(x+3)

Se simplifica la expresion (términos semejantes):

(xA)(x+2)

Fx) = - 2)(x +3)
_(x+2)
f(x) = *13)

Se iguala a cero el denominador y se despeja x:
x+3=0
x=-3

Por lo tanto, hay una asintota vertical en x = —3
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e Se grafican las asintotas. :

e Se observa que en la
funcién hay dos valores no

permitidos: Vertcar A RER
T horzonta
x=-3yx=2
e Cuando se simplifica la ® ® 7 ® 5+ S oo 1 & 3 3 s

expresion se puede 1
observar que solo queda g
un factor x + 3 que se

simplifica x — 2 se

representa como una

discontinuidad o “salto” en x = 2 en la gréfica.

Ejemplo 3. Determina las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de la

., 4x+2
funcion: f(x) = ziie

Solucion
e Para obtener la asintota horizontal se analizan los grados de las funciones que
componen la funcién racional:

n=1lyp=1
Como n=p, se trata del caso 2, hay wuna asintota horizontal en:
_Qn 4 — >
y= by, 2 Y=
e Para obtener la asintota vertical se iguala a cero el denominador y se despeja x:
2x—-6=0
2x =6
x=2 x=3
2
e Se grafican las asintotas.
e Se observa que en la funcién hay una '
asintota horizontal eny = 2 y una
asintota vertical en x = 3. [ —
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Ejemplo 4. Determina las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales de la

funcion: f(x) = x(x2—1)

Solucion
e Para obtener la asintota horizontal se analizan los grados de las funciones que
componen la funcién racional:

n=0yp=2
Como n < p, se trata del caso 1, hay una asintota horizontal eny = 0

e Para obtener la asintota vertical se igualan a cero los factores del denominador
y se despeja Xx:

x(x—1)=0
x=0 x—-1=0
x=0 x=1

e Hay una asintota verticalenx =0yotraenx =1

e Se grafican las asintotas.

e Se observa que en la funcién hay una asintota horizontal en y = 0 y dos
asintotas verticalesenx =0y x = 1.

f(ﬂ’):m 4
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Actividades de aprendizaje

CALCULA en cada unade las funciones racionales las ecuaciones de las asintotas

horizontales y verticales, si existen.

Funcioén Asintota horizontal Asintota vertical

=

ARRFEEE)

2 [0 =575

2
f(x)=3x13

-

6x?
4 f(x)=2x2—x—6
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3. Concepto de derivada y razén de cambio

En matematicas una razon es una comparacion o relacion mediante una division cuyo
resultado se denomina cociente. Una funcion f(x) relaciona la variable independiente x
con la variable dependiente y, es decir, los elementos de dominio con los elementos del
contra dominio de la funcidn, en donde un cambio en el valor x induce un cambio eny.

El concepto de razdn de cambio se refiere a la modificacion de una variable en relacion
con otra.

Un cambio en una variable se puede llamar también incremento, que se simboliza con
la letra griega delta (A). Por ello, un cambio en la variable x se representa como Ax y el
cambio en la funcién como Ay.

El incremento de x se determina como: Ax = x,_x4

La derivada de unafuncidn y con respecto a una variable x es el limite del incremento
de lafuncidn entre el incremento de la variable cuando el incremento de la variable
tiende a cero, y se representa asi:
. d . A
Derivada = = = lim —
dx Ax—0 AX
Cuando la razon tiene limite se dice que la funcion tiene derivada, y asi, al proceso de
encontrar una derivada se le llama diferenciacion.

La derivada de una funcion puede interpretarse geométricamente como la pendiente por
una curva, y fisicamente como una razon “instantanea” de cambio.

El valor de la derivada de una funcién constante o lineal representa la pendiente de la
recta.

El valor de la derivada de una funcion en cualquier punto de la gréfica de una curva
es igual a la pendiente m de la recta tangente a la curva en ese punto dado.

Existen varios tipos o formas de notacion para representar una derivada.

Sabiendo que f(x) =y, las notaciones mas comunes para representar la derivada de
una funcién son:
Notacién Derivada

Cauchy Df(x) 0 Df
Lagrange f'(x) 0 f’

df d
Leibniz ax ° a(f )

Colegio de Estudios Cientificos y Tecnoldgicos del Estado de Campeche



Lagrange, Cauchy y Leibniz fueron los cientificos que inventaron las notaciones mas
usadas.
Interpretacion geométrica de la derivada

Sea P un punto en una curva y sea Q un punto
movil cercano a P en esa curva. Considere la

recta que pasa por Py Q, llamada repta sec.ante: Rectas
La recta tangente en P es la posicion limite (si secantes
esta existe) de la recta secante cuando Q se

mueve hacia P a lo largo de la curva, como se

muestra en la figura.

Suponga que la curva en la grafica de la ecuacion Recta

esy = f(x). tangente

Entonces P tiene coordenadas (c, f(c)), y un
punto cercano Q@ tiene las siguientes
coordenadas: (c+ Ax,f(c+Ax), y la recta
secante de P y Q tiene pendiente mg,. dada por:

_fle+ M) = £(©)

Mec Ax La recta tangente es la posicién
limite de la recta secante.

AY y=f(x)
Recta secante
f(c+ Ax) - \gc+Ax,f(c+Ax))
Recta tangente
> f(c+Ax) — f(c)
f@ +N_ Me----- s

o
o
+
g
w Y
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Mediante el concepto de limite, podemos dar una definicion formal de la recta tangente:

/Definicién. Recta tangente \
La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(c, f(c)) es aquella recta que

pasa por P con pendiente
Mign = lim mg,. = lim fle+ a9 - (0
tan Ax—0 sec Ax—0 Ax

siempre y cuando este limite exista y no sea © 0 —,

/

De lo anterior, se concluye que el valor de la derivada de la funcién f(x) en cualquier
punto (¢, f(c)) de la gréfica de una curva es igual ala pendiente m de larecta tangente
alacurva en ese punto dado y se representa mediante la regla general de derivacion:

df .. f(c+Ax)—f(c)
E_Alalcglo Ax

En lugar de la letra ¢ también se utiliza la letra x:

ar lim flx+ Ax) — f(x)

dx Ax—0 Ax

Regla de los cuatro pasos o cociente de Newton

La derivada de una funcion f es otra funcion f' (Iéase “f prima”) cuyo valor en cualquier
namero x es

I f(x+Ax) — f(x)
im
Ax—>0 Ax

Si este limite existe, decimos que f es derivable en x. Determinar una derivada recibe el
nombre de derivacion; la parte del calculo asociada con la derivada se denomina célculo
diferencial.

El procedimiento para derivar una funcion f(x) consiste en los siguientes pasos:

1. Se da unincremento Ax a la variable independiente x y se determina el valor de la
funcion, es decir f(x + Ax).

2. Se obtiene el incremento correspondiente a la funcion: f(x + Ax) — f(x)

fx+Ax)—f(x)
Ax

3. Se obtiene el cociente de los incrementos:
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fxe+8x)—f (%),

4. Se calcula el limite del cociente de incrementos: lim ; Yy esto

Ax—0 Ax
proporciona la derivada de f(x).

Ejemplo 1. Obtén la derivada de la funcién f(x) = —5x + 10
Paso 1:

f(x+ Ax) = =5(x + Ax) + 10 = —=5x — 5Ax + 10

Paso 2:
flx+Ax) — f(x) = —=5x — 5Ax + 10 — (—5x + 10) = —5x — 5Ax + 10 + 5x — 10 = —5Ax

Paso 3:
flx+Ax) —f(x)  —5Ax
Ax T Ax

Paso 4:

A —
I S = e =3

Por lo tanto, f'(x) = =5

Ejemplo 2. Obtén la derivada de la funcion f(x) = 5x* — 13x + 3
Paso 1:

f(x + Ax) = 5(x + Ax)? — 13(x + Ax) + 3 = 5(x? + 2xAx + (Ax)? — 13x — 13Ax + 3
= 5x2 + 10xAx + 5(Ax)? — 13x — 13Ax + 3

Paso 2:
f(x + Ax) — f(x) = 5x% + 10xAx + 5(Ax)? — 13x — 13Ax + 3 — (5x% — 13x + 3)
= 5x2 + 10xAx + 5(Ax)? —13x — 13Ax + 3 —5x?> + 13x — 3
= 10xAx + 5(Ax)? — 13Ax

Paso 3:
x+ Ax) — f(x) 10xAx + 5(Ax)?% — 13Ax
A ) f()= (42) = 10x + 5Ax — 13
Ax Ax
Paso 4:
x+Ax) — f(x
lim ( ) —f&) = lim (10x + 5Ax — 13) = 10x + 5(0) — 13 = 10x — 13
Ax—0 Ax Ax—0

Por lo tanto, f'(x) = 10x — 13
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3.1 Derivadas de funciones algebraicas

Cuando se utiliza la definicién de la derivada, el proceso de derivacion generalmente es
largo y tedioso. Afortunadamente hay formulas que permiten simplificar el proceso para
derivar funciones.

e Derivada de una constante

%(c) =0
e Derivada de la funcion identidad
%(x) =1
e Derivada de potencias x™
%x” =nx"1

e Derivada de una constante por una funcion
d
—cf (@) = of ()
e Derivada de la sumay diferencia de funciones

d
a(uiviw)zu'iv'iw'

e Derivada del producto de dos funciones

— (uv) = uwv" + vu’
dx( )

e Derivada del cociente de dos funciones
d ,u vu’ —uv’
—(C)=——

v v2

e Derivada de una potenciade laformay = u"
d

—u™ =nu
dx

n-1, u'

Se abordaran ejemplos de cada una de las formulas.
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Derivada de una constante

d
E(C) =0
~ Funcion  Derivada
1.f(x)=7 ff(x)=0
2. f() = —5 fx)=0
3.f(x) =3n ff(x)=0
Derivada de potencias x"
%x" =nx"1

Al exponente de la variable siempre se le resta 1, ya sea que el exponente original sea
positivo, negativo o fraccionario.

Derive las siguientes funciones.
Ejemplo 1. f(x) = x*

Solucién
El exponente n = 4; luego:

f(x) =4x*1 =443

1
Ejemplo 2. g(x) = x2

Solucién
1
El exponente es n = > entonces: Se usa la ley del exponente
112 1 1 ivo x " =+
g)==xr2==x"2 negativo x — bara que la

1
potencia x 2z pase al
‘@ 1 denominador  con  signo
X)=—3 .4t
g . contrario x*z.
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1 m

Como el exponente de x es fraccionario xz se usa la Ley de radicales V/x™ = x»

1 1
g@=—5=-—=
Zx% 2vx
Recuerdaque: 1=2=3=2=2=-°8-7_2% =
2 4 5 6 7 8 n
7
Ejemplo 3. y = x4
Solucién
El exponente es n = Z; por tanto:
7 7 a 7 3
y’ =Zxrz = sz Como el exponente de x es
3
fraccionario x+ se usa la Ley
y = Z‘*/xs de radicales Vx™ = xu.
4

Ejemplo 4. h(x) = Vx?

Solucién

m
Primero se usa la Ley de radicales Yx™ = x» para convertir a exponente fraccionario,
. 2 d -
luego se aplica la formula ax” = nx""1y se resuelve:

3 2

h(x) = Vx% = x3
B 2 23
(x) = 3% 3

() =227
h(x)==x3
3 Se usa la ley del exponente
negativo x‘"=xi para que la

’ 2 1 "
h'(x) = 1 potencia x 3 pase al denominador
2 1
3x3 con signo contrario x*s.
2
h'(x) = == Como el exponente de Xx es
(x) 3Vx P

1
fraccionario x3 se usa la Ley de
m
radicales V/x™ = xn.
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Ejemplo 5. f(t) = tls

Solucién
. 1 .
Se reescribe f(t) =3 de forma que puede derivarse, para ello se usa la ley del

. 1 _ .
exponente negativo — = x™" y luego se deriva:

1
fO=gz=t7
f(®) = —3¢731
f(t) =-3t"%

. _ 1
Se usa de nuevo la ley del exponente negativo x™ = et

Derivada de una constante por una funcién

d ,
= ef ) = cf @)
Esta férmula podemos entenderla de la siguiente manera:

Para encontrar la derivada de una constante por una funcién “se deja la constante a un
lado” y encontramos la derivada de la funcion. Al final, se realiza la multiplicacion de
la constante por la derivada de la funcién.

Ejemplo 1. Encuentra la derivada de y = 8x

Solucioén

Observemos que la constante 8 esta multiplicanco la funcion identidad y = x. Entonces,
“se hace a un lado el 8” y se encuentra la derivada de la funcion.

Nota: Se utilizara la notacion de Leibniz para poder visualizar el procedimiento con mayor
claridad, pero se dara la respuesta en la notacion de Lagrange.

d 8 _8d
E( xX) = a(x)
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Se sabe que la derivada de la funcién identidad es 1, por lo tanto:
d d
=8 =8——(x) =8(1)

Luego, se multiplica la constante por la derivada de la funcion; quedando de la siguiente
manera:

y' =8

Ejemplo 2. Calcula la derivada de y = 5x3

Solucioén

Se observa que la constante 5 esta multiplicanco la funcion y = x3. Entonces, “se hace
a un lado el 3" y se encuentra la derivada de la funcion.

d a_cd 4
2 PX) =5 .(x)

. . d _ -
Se aplica la formula ax” = nx""! para encontrar la derivada de y = x3 y entonces se
tiene:

d d
a(5x3) = SE(x3) = 5(3x?)

Luego, se multiplica la constante por la derivada de la funcién; quedando de la siguiente
manera:

y' = 15x2

Ejemplo 3. Deriva la funcién f(x) = —3x10

., . . d _
Solucién. La derivada de una constante por x" seria —-c. " = ¢ [na™ 1]

f'(x) = =3[10x1%1]
f(x) = -30x°
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Ejemplo 4. Encuentra la derivada de f(x) = 4Vx5

Solucién
Se reescribe la funcién usando la ley de radicales ¥x™ = x=, luego se deriva:
5
f(x) =4x5 =4x2
seon o f5.3-2 _ (52
f(x)= 4(5x2 2) = 4(Ex2)
Se multiplica la constante por la derivada de la funcién:
3 3

) 4(5 3) 20 3 1055
= —X2 )| =—X2 = 2
fx Zx 2x x

m
Puesto que el exponente de x es fraccionario se utiliza la ley de radicales Vx™ = xn,
guedando la derivada asi:

F(x) = 1022 = 10423

7
Ejemplo 5. Calcula la derivada de f(x) = %xﬁ

., - , d -
Solucion. Se utiliza la formula ——c.x™ = ¢ (nx™ D).

=30

ey _3(7 1 .3 7 37 217
f(x)= Z(gxe) Se multiplica  por ¢, ~—=>"=¢
. 71

X) = —X6
f=g

m
Se utiliza la ley de radicales ¥/x™ = x», quedando la derivada asf:

7
f(x) =§6\/§

) . ., 10
Ejemplo 6. Deriva la funcion y = pry

., . ., . 1 _
Solucidn. Se reescribe la funcion usando la ley del exponente negativo =X m
y =10x"*
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Se deriva la funcién con la férmula de una constante ¢ x" = ¢ (nx™1):
y =10(—4x*" 1)
y =10(—4x73)

y = —40x73
Se utiliza nuevamente la ley del exponente negativo x™ = xin:
. —40
y = 3

Derivada de la sumay diferencia de funciones
d( +tvtw)=u+tv +w
—uUuTvzw)=u v w
dx - — = -
Deriva las siguientes funciones:
Ejemplo 1. g(t) = 9¢% — 7¢* + 6t — =

Solucién. Se deriva cada término del polinomio.

g®) =9@3t3H-72t*H+6(1)-0

g () =27t* — 14t + 6

. o4 E 6
Ejemplo 2.f(x)—3\/x_—ﬁ

m
Solucién. Se reescribe la funcion usando la ley de radicales V/x™ = xn:

f(x):3x5/4—m

Puesto que en el termlno la potencia se encuentra en el denominador, se usa la ley

3/2

del exponente negativo x—n =x"
f(x) =3x%/% —6x73/2

Enseguida se deriva cada término usando la férmula %c. x" = ¢ (nx™1):
5 5.4 3 32
f(x)—3( x4 4) 6<—Ex22>
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5
Dado que en el término 9x ™ z tiene potencia negativa, se usa la ley del exponente negativo

n_ 1.
X =
9

15
f(x)= T

-F-In-

5
X2

m
Finalmente, se usa la ley de radicales x» = V/x™:

, 154
f(x):T\/E'i‘ﬁ

) 10x*-7x3+8x-2
Ejemplo 3.y = a2

Solucién. Primero se divide cada término del
denominador 2x2, recuerda que en la division los exponentes se restan

numerador entre el término del

B 10x*  7x3 + 8x%2 2«x 6
Y= %2 222 222 222 22
-1 _3x72

7
y=5x2—ix+4—x

Se deriva cada término por reglas ya conocidas

y =502x*1) - ; (1) +0-(—1x1"1) - 3(-2x7271)

. 7 -2 -3
y =10x—E+x + 6x

Se ordena el polinomio: y =10x +x 2+ 6x73 —
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i n_1 ‘= 1,6 _7
Se aplicala ley x = y_10x+x2+x3 -

Derivada del producto de dos funciones

d , ,
a(uv) =uv’ +vu

Deriva las siguientes funciones:
Ejemplo 1. f(x) = (6x* — 2x + 3)(5 — 7x)

Solucién. Sea f(x) = uv, se requiere calcular la derivada de las funciones uy v

Datos
u=6x*-2x+3 v=5-7x
u =12x -2 v =-7

Se aplica la formula para derivar el producto de dos funciones y se realizan operaciones:

u v’ v u’
[f(x) = (6x2 — 2x + 3) (=7) + (5—17x) (12x — 2)

f(x) =—42x* + 14x — 21 + (60x — 10 — 84x% + 14x)
f(x) = —42x* + 14x — 21 + 60x — 10 — 84x?* + 14x

f(x) = —-126x* + 88x — 31

Ejemplo 2. f(x) = (2x% — 1)(2x3 + 3x)

Solucién. Sea f(x) = uv, se requiere calcular la derivada de las funciones uy v

Datos
u=2x2-1 v=2x3+3x
u =4x v =6x%2+3

Se aplica la formula para derivar el producto de dos funciones y se realizan operaciones:

u v’ v u’
f(x) = (2x2—1) (6x2+3) + (2x3 + 3x) (4x)
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f(x) =12x* + 6x% — 6x% — 3 + (8x* + 12x2)
f(x) = 12x* + 6x* — 6x* — 3 + 8x* + 1247

f(x) =20x*+ 12x% -3

Ejemplo 3. f(x) = (6x — 2)(4x% + 2x — 4)

Solucion. Sea f(x) = uv, se requiere calcular la derivada de las funciones u 'y v

Datos
u=6x—-2 v=4x:+2x—4
u =6 vV =8x+2

Se aplica la formula para derivar el producto de dos funciones y se realizan operaciones:

—(uv) = uwv’ +vu’
dx( )

f(x) =(6x—2)(8x+2)+ (4x*+2x — 4)(6)
f(x) = 48x% + 12x — 16x — 4 + (24x% + 12x — 24)
) = 48x% + 12x — 16x — 4 + 24x?* + 12x — 24

f(x) = 72x* + 8x — 28

Derivada del cociente de dos funciones

3x%-1
x2+4

Ejemplo 1. Deriva la funcion f(x) =

Solucion. Sea f(x) = % se requiere calcular la derivada de las funciones u y v

Datos
u=3x%*-1 v=x2+4
u = 6x v =2x

Se aplica la férmula para derivar el cociente de dos funciones y se realizan operaciones:
vu —uv’

v2
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(x%? + 4)(6x) — (3x% — 1)(2x)

fe0 = T4y

6x3 + 24x — (6x3 — 2x)
(x%2 +4)2

f(x)=

6x3 + 24x — 6x3 + 2x
(x%2 +4)2

f(x)=

El resultado anterior es valido, sin embargo, se puede desarrollar el binomio al cuadrado
del denominador:

f(x) == ng 2
(x*)*+2(x)D) + (1)
s 26x
F®= a2 r16

x345x
4x2-8

Ejemplo 2. Deriva la funcién f(x) =

Solucion. Sea f(x) = % se requiere calcular la derivada de las funciones uy v
Datos
u=x3+5x v=4x*-8

u =3x*+5 v =8x

Se aplica la férmula para derivar el cociente de dos funciones y se realizan operaciones:

vu —uv’
—
o (ax? - 8)(3xg +5) — (23 + 5x)(8x)
= (4x2% — 8)2

12x* + 20x% — 24x% — 40 — (8x* + 40x?)

Fx) = (4x2 — 8)2
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12x% + 20x?% — 24x% — 40 — 8x* — 40x?

fix) = (4x2 — 8)?

4x* — 44x% — 40
(4x% — 8)2

fix) =

El resultado anterior es valido, sin embargo, se puede desarrollar el binomio al cuadrado
del denominador:

4x* — 44x* — 40
(4x2)% + 2(4x%)(—8) + (—8)2

f(x)=

4x* — 44x% — 40

F'(®) = 165 —6axz 1 62

Y de ser posible, se puede factorizar tanto el numerador como el denominador:

4(x* —11x* - 10) (4) x*—11x2-10) 0 x* —11x% - 10
4(4x* —16x% +16) 4x* —16x2+ 16/ 4x* — 16x2 + 16

= :

Nota 1: Se hace la aclaracion que el paso anterior no sera posible de realizar en todos
los ejercicios, por eso es importante repasar el tema de factorizacidén para poder definir
si es posible aplicarlo o no.

Nota 2: El objetivo de utilizar todos los procedimientos algebraicos posibles es tener una
expresion mas sencilla de visualizar, pero bien puede considerarse como una respuesta

correcta la expresion f'(x) = it 4ixt—40
P T (4x2-8)2

La derivada de la funcion sera:

x—11x2-10
4x* — 16x2 + 16

flx) =
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—x2+4x-3

Ejemplo 3. Deriva la funcion y = 22t 1Ex

Solucién. Seay = % se requiere calcular la derivada de las funciones u y v

Datos
u=—x%24+4x-3 v=2x*+5x
u=-2x+4 v =8x3+5

Se aplica la férmula para derivar el cociente de dos funciones y se realizan operaciones:
vu’ —uv’

2
o (x*+5x)(—2x+4) — (—x* +4x - 3)(8x3 + 5)
y =

(2x* + 5x)2

, _ —4x° + 8x* — 10x% + 20x — (—8x° + 32x* — 24x® — 5x2 + 20x — 15)

y = (2x* + 5x)2
. —4x® + 8x* — 10x% + 20x + 8x> — 32x* + 24x% + 5x% — 20x
Y= (2x* + 5x)?2
o 4x° — 24x*+24x® — 5x%
y = (2x* + 5x)2

El resultado anterior es valido, sin embargo, se puede desarrollar el binomio al cuadrado
del denominador:

. 4x5 —24x*+24x° - 5x?
Y = 2x)2 + 2(2xM) (5x) + (5%)2

o 4x° — 24x*+24x% — 5x2
h 4x8 + 20x5 + 25x2

y

Nota: Si no es posible factorizar, entonces la expresion anterior es la respuesta final.

Derivada de una potencia de laformay = u"

-1 ,
—u"=nu"""-u
dx
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Ejemplo 1. Derivala funcién f(x) = (2x* + 5x3 — 3x)°

Solucién. Se trata de una funcion elevada a una potencia donde u = 2x* + 523 y hay
gue sacar su derivada u’.

Datos

u=2x*+5x3-3x n==6
u =8x3+15x%2-3

. P d - ’
Se sustituyen los datos en la formula Eu" =nu™1-u'y se resuelve:

n unr1 u
f(x)= (6) (2x*+5x3—3x)%1 (8x3 + 15x% — 3)

f(x) = (6)(2x* + 5x3 — 3x)5 (8x3 + 15x% — 3)
f'(x) = (6)(8x3 + 15x% — 3)(2x* + 5x3 — 3x)°
f'(x) = (48x3 + 90x% — 18)(2x* + 5x3 — 3x)°

Ejemplo 2. Deriva la funcion f(x) = 3/ (x2 — 1)2

Solucién. Antes de derivar se reescribe la funcién

fx) =@ -1)?
fo0) = (% - 1)5

Se trata de una funcién elevada a una potencia donde u = x2 — 1, hay que sacar su

derivada u’.
Datos

2
u=x2-1 n=gz
u =2x

: . d 1.
Se sustituyen los datos en la formula Eu" =nu™!-u’'y se resuelve:
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f(x)= (2) (x2—1)§—§ (2x)

Feo=(5) @ -1)3 @y

F) = (g) @2 —1)73
Se usa la ley del

1
f(x)= (‘;—x) (x2—1)73 exponente )
negativo x™ = =

n

4x

f)=———
3(x2—1)3

Ax Se usa la ley de
f(x) = radicales

33vx2—1 Yxm = xn

3

Ejemplo 3. Deriva la funcién f(x) = %(Bx —7)7?

Solucién. Se trata de una funcién elevada a una potencia donde u = 3x — 7, hay que
sacar su derivada u’.

Datos
u=3x-17 n=-9
u =3

. . d 1
Se sustituyen los datos en la formula Eu“ =nu™1-u'y se resuelve:

f)=0=93x-7)"(@3)

f(x)=0=93)3Bx—7)"° Se usa la ley del
27 exponente negativo
! — — -n_1
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Solucion. Se trata de una funcién elevada a una potencia donde u = 2x% + 6, hay que
sacar su derivada u’.

3
Ejemplo 4. Deriva la funcién f(x) = %(sz + 6)2

Datos
u=2x*+6 n=%
u =4x

. P d - ,
Se sustituyen los datos en la formula —=c u" = c(nu™1-u") y se resuelve:

£ = (5) @2x? +6)7 (4x)
5 3
f(x) = (Z) (4x)(2x% + 6)2

3

) ;
F) =" @xt 4 6)

3
f'(x) =5x(2x% + 6)2
Se usa la ley de

, ~ 3 ; radicnales m
f'(x) =5x[(2x*+6) "M = xn
':

Actividades de aprendizaje /

Derivadas algebraicas

Encuentra la derivada de las siguientes funciones:

1) y= 2x>—3x*+25

2) f(x) = 2x°+3x* —5x3+7x* + 6x— 1
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3Dy=(x°- x4)5

4) f(x) = (4x* + 6x —3)*

5 f(x)= (x3+x)(5x*+7x—8)

6)y= (4x* —9)(2x + 1)

4x3-8

D)= a2
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10x2+6x+1
8 =
)y —
9x2+4
9 =
)y 12x-16

10) y = (10x* + 15x% — 20)°
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Cierre \

Actividad 1. Maximos y minimos de una funcién

l. Considera las graficas y relaciona ambas columnas.

A(-2, 3) () Minimo absoluto
B(1, -1) () Maximo absoluto

C(3,7) ( ) Minimo relativo

D(5,-2) ( ) Maximo relativo
6 7 8 9 10 1112 13 14
E(7,4)
F(9, 1)

E(11, 2)

A(-4, 0) () Minimo absoluto
B(O, 7) () Minimo relativo
C(2,-1) ( ) Méaximo absoluto

D( 3, 3) () Maximo relativo
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Il. Determinalos maximos y minimos absolutos y relativos en las siguientes
gréficas.

Gréfica Maximo  Maximo(s) @ Minimo | Minimo(s)
absoluto relativo(s) absoluto @ relativo(s)

=
&

Il. Analiza lainformacion, traza la gréficay resuelve las preguntas.

Erick tiene una vidriera y le encargaron fabricar una pecera en forma de prisma
rectangular. Si tiene un vidrio que mide 27 x 36 pulgadas y corta cuadros iguales de
la do x en cada esquina para luego cortar también los lados y utilizarlos para la pecera.

1. ¢Cual es el volumen maximo de agua que podra contener la pecera?

2. ¢Cual debe ser la altura de la pecera para contener el volumen maximo de agua
posible?
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l. Calcula las ecuaciones de las asintotas horizontales y verticales en cada
una de las siguientes funciones. Utiliza algun graficador (por ejemplo,
Geogebra) para realizar las graficas de las funciones

Actividad 2. Asintotas

1. f(x) =x.2F—5

2. f(x) = (x_2§?x+ 1)
3. f(x) =x2xj%

4. f(x) = g

x(x—7)(x+5)

3x2 -1

S0 =520
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Il. TRAZA en cada una de las graficas las asintotas horizontales y verticales
que existan y escribe la ecuacion de cada una de ellas.

4322 10

-12 -10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10 12 14

Asintota horizontal y=

Asintota vertical X =

flz) =

-3

Asintota horizontal y=

Asintotas verticales X = X =
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2 — 1 14

f(a:): x—4

-12 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
-2
L4
-6
Asintota horizontal y =
Asintota vertical X =
4.
5 2
rc—1
f(=) = x3 — 42?2 — 12z

Asintota horizontal y=

Asintotas verticales X = X = X =
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Asintota horizontal |y =

Asintotas verticales | x = X =
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Determina las derivadas de las siguientes funciones. Anexa los procedimientos.

Actividad 3. Derivadas algebraicas

1. f(x)=3x>+2x*—x3—-6x2+x+4

2. y=10x2+6x3-3x1-9x+5

3. glx) =8 x—%

2 1
4. y=x3+16x+—2x+4

5. f(x) = (x> +3x%2-5x)(2x* —2x - 1)
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6. f(x) = (x*—7x+4)(3x+2)

2x2+2x
7. glx) = Py
—3x*+5x2+1
8. 1 =—"F%s—

9. f(x) = 2(4x% + 5)2

10. fx)=3(8x—1)"®
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Evaluacion Q

COLEGIO DE ESTUDIOS CIENTIFICOS Y TECNOLOGICOS
DEL ESTADO DE CAMPECHE
INSTRUMENTO DE EVALUACION
CALCULO DIFERENCIAL
ESCALA DE VALORES

NOMBRE DEL ALUMNO:

. PARCIAL:
CARRERA: SEGUNDO
. . APRENDIZAJE ESPERADO:
CIC;SZE_%%%‘AR SEMESTRE: GRUPO: Encuentra en forma aproximada los maximos y
minimos de una funcién.
PRODUCTO ESPERADO: Actividad 1. M&ximos y minimos de una funcién
PLAN DE EVALUACION
NOMBRE TIPO MOMENTO PONDERACION
MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION SUMATIVA HETEROEVALUACION 10%
NO CUMPLE CUMPLE Si
CUMPLE | PARCIALMENTE | MAYORMENTE | CUMPLE
CRITERIOS A —= OBSERVACIONES:
EVALUAR Puntaje asignado
0 1 1.5 2

1. Relaciona correctamente
las coordenadas con los
maximos y minimos
absolutos y relativos.

2. Determina
correctamente los maximos
y minimos absolutos vy
relativos en las graficas
dadas.

3. En el problema de la
pecera calcula la funcion
correcta para determinar el
volumen.

4. Realiza la gréafica de la
funcion del volumen e
identifica el volumen
maximo y la altura de la
pecera.

5. Entrega los productos
esperados a tiempo, de
forma clara y entendible.

PUNTAJE OBTENIDO POR NIVEL

DE CUMPLIMIENTO: CALIFICACION TOTAL:

NOMBRE Y FIRMA DE QUIEN EVALUA
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COLEGIO DE ESTUDIOS CIENTIFICOS Y TECNOLOGICOS
DEL ESTADO DE CAMPECHE
INSTRUMENTO DE EVALUACION
CALCULO DIFERENCIAL
ESCALA DE VALORES

NOMBRE DEL ALUMNO:

) PARCIAL:
CARRERA: SEGUNDO
APRENDIZAJE ESPERADO:
CICLO ESCOLAR SEMESTRE: GRUPO: Utiliza procesos para la derivacion y representan a los
2021-2022 objetos derivada y derivada sucesiva como medios
adecuados para la prediccion local.
PRODUCTO ESPERADO: Actividad 2. Asintotas
PLAN DE EVALUACION
NOMBRE TIPO MOMENTO PONDERACION
ASINTOTAS SUMATIVA HETEROEVALUACION 30%
NO CUMPLE CUMPLE Si
CUMPLE | PARCIALMENTE [ MAYORMENTE | CUMPLE
CRITERIOS A == OBSERVACIONES:
EVALUAR Puntaje asignado
0 1 1.5 2

1. Calcula correctamente
las ecuaciones de las
asintotas horizontales de
las funciones dadas.

2. Calcula correctamente
las ecuaciones de las
asintotas verticales de las
funciones dadas.

3. En las gréficas dadas

traza las asintotas
horizontales e indica sus
ecuaciones.

4. En las gréficas dadas
traza las asintotas
verticales e indica sus
ecuaciones.

5. Entrega los productos
esperados a tiempo, de
forma clara y entendible.

PUNTAJE OBTENIDO POR NIVEL

DE CUMPLIMIENTO: CALIFICACION TOTAL:

NOMBRE Y FIRMA DE QUIEN EVALUA
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COLEGIO DE ESTUDIOS CIENTIFICOS Y TECNOLOGICOS
DEL ESTADO DE CAMPECHE
INSTRUMENTO DE EVALUACION
CALCULO DIFERENCIAL
ESCALA DE VALORES

NOMBRE DEL ALUMNO:

. PARCIAL:
CARRERA: SEGUNDO
APRENDIZAJE ESPERADO:
CICLO ESCOLAR | SEMESTRE: GRUPO: Utiliza procesos para la derivacion y representan a los objetos
2021-2022 derivada y derivada sucesiva como medios adecuados para la
prediccion local.
PRODUCTO ESPERADO: Actividad 3. Ejercicios de derivadas de funciones algebraicas.
PLAN DE EVALUACION
NOMBRE TIPO MOMENTO PONDERACION
DERIVAAEQE;EAIZI%E?ONES SUMATIVA HETEROEVALUACION 60%
NO CUMPLE CUMPLE Si
CUMPLE | PARCIALMENTE [ MAYORMENTE | CUMPLE
CRITERIOS A =L OBSERVACIONES:
EVALUAR Puntaje asignado
0 1 1.5 2

1. Calcula correctamente
las derivadas suma vy
resta de funciones.

2. Calcula correctamente
las derivadas del
producto de funciones.

3. Calcula correctamente
las derivadas del cociente
de funciones.

4. Calcula correctamente
las derivadas de una
potencia de la forma
y=u".

5. Entrega los productos
esperados a tiempo, de
forma clara y entendible.

PUNTAJE OBTENIDO POR

NIVEL DE CUMPLIMIENTO: CALIFICACION TOTAL:

NOMBRE Y FIRMA DE QUIEN EVALUA
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